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Représentation matricielle des applications

linéaires

I MATRICES ET APPLICATIONS LI-
NÉAIRES

1 Matrice d’une application li-
néaire dans des bases

a Matrice d’un ou plusieurs vecteurs

Définition 1 : Matrice d’un vecteur
Soit E un K-espace vectoriel de dimen-

sion finie n 6= 0 et B = (⃗e1, . . . , e⃗n) une base de
E .

Si x⃗ = x1e⃗1 + . . .+ xn e⃗n ∈ E , de coordonnées
(x1, . . . , xn) dans B, on appelle matrice de x⃗
dans la base B la matrice colonne

Remarque 1
On notera aussi x⃗ ←→

B
X (notation maison).

Propriété 1

L’application
E −→ Mn,1(K)

x⃗ 7−→ X = MatB (⃗x)
est

un isomorphisme.

Remarque 2
On retiendra que

αx⃗ +βy⃗ ←→
B

αX +βY .

Exemples 1
E 1 – Si E =Kn muni de sa base canonique Bc ,

x⃗ = (x1, . . . , xn) ←→
Bc

X =

E 2 – Pour E = Kn[X ] muni de sa base cano-
nique Bc ,

P = a0+a1X+·· ·+an X n ←→
Bc

Si B = (1, X −a, . . . , (X −a)n),

P ←→
B

Définition 2 : Matrice d’une famille de vec-
teurs

Soient n, p ∈N∗, E un K-espace vectoriel
de dimension finie n, F = (⃗

x1, . . . , x⃗p
) ∈ E p une

famille de p vecteurs de E ,B = (⃗e1, . . . , e⃗n) une
base de E .

Pour tout j ∈ J1, pK, on note (x1, j , . . . , xn, j )
les coordonnées de x⃗ j dans la base B (ie

x⃗ j ←→
B

X j =
( x1, j

...
xn, j

)
.)

On appellematrice de la famille F dans
la base B la matrice rectangulaire

On place dans les colonnes les coordon-
nées dans B des vecteurs de F :

MatB(F ) =


. . .



selon e⃗1

selon e⃗2

...

selon e⃗n

↑ ↑ ↑
x⃗1 x⃗2 . . . x⃗p

Remarque 3
La matrice est carrée lorsque le nombre de

vecteurs est dimE .
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Propriété 2
L’application

E p −→ Mn,p (K)

(⃗x1, . . . , x⃗p ) 7−→ A = MatB (⃗x1, . . . , x⃗p )

est un isomorphisme.

Exemples 2
E 1 – DansR3, matrice dans la base canonique

de x⃗1 = (0,1,2), x⃗2 = (1,2,3), x⃗3 = (1,1,1) et
x⃗4 = (3,6,9). Même question dans la base
B = ((0,0,1), (0,1,1), (1,1,1)).

E 2 – MatB(B)

E 3 – E = VectC(cos,sin) = VectC( f , g ), f : x 7→ eix ,
g : x 7→ e−ix . Matrice de (cos,sin) dans la
base ( f , g ) et de ( f , g ) dans la base (cos,sin).
Lien entre les deux matrices?

b Matrice d’une application linéaire

Définition 3 : Matrice d’une application li-
néaire

Soient n, p ∈N∗, E ,F desK-espaces vecto-
riels de dimension finie, p = dimE et n = dimF ,
B = (⃗e1, . . . , e⃗p ) une base de E et C =

(
f⃗1, . . . , f⃗p

)
une base de F et u ∈L (E ,F ).

On appelle matrice de l’application li-
néaire u dans les bases B au départ et C

à l’arrivée la matrice rectangulaire Lorsque

u ∈ L (E) (E = F : endomorphisme) et B = C ,
on note

Remarques 1
R 1 – On notera aussi u ←→

C ,B
A ∈ Mn,p (K) si

u ∈ L (E ,F ) et u ←→
B

A ∈ Mn(K) si u ∈ L (E).
Cette notation s’avérera pratique pour les
changements de bases et les composi-
tions.

R 2 – On place dans les colonnes les coordon-
nées dans C des images par u des vec-
teurs de B :

MatB,C (u) =


. . .


← f⃗1

← f⃗2

...

← f⃗n

↑ ↑ ↑
u (⃗e1) u (⃗e2) . . . u (⃗ep )

Exemples 3
E 1 – u : (x, y, z) → (x + y − z, x + z) dans les bases

canoniques.

E 2 – u :
R5[X ] −→ R4[X ]

P 7−→ P ′
dans les bases ca-

noniques.
E 3 – MatB(idE ) = In .

" Faux si C 6=B !
E = R3, C base canonique et
B = (

(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)
)
.

MatB,C (idE )?
E 4 – Soit (a,b) ∈R et u : z ∈C 7→ (a + ib)z. Matrice

de l’endomorphisme u dans la base (1, i).

Propriété 3
L’application

L (E ,F ) −→ Mn,p (K)

u 7−→ A = MatB,C (u)

est un isomorphisme (d’espaces vectoriels.)

Remarque 4
On retiendra que si u ←→

C ,B
A et v ←→

C ,B
B , alors

αu +βv ←→
C ,B

αA+βB.

Remarque 5
On retrouve que dim(L (E ,F )) = dimE ×dimF .

REPRÉSENTATION MATRICIELLE DES APPLICATIONS LINÉAIRES - PAGE 2 SUR 10

https://mp2i.lecontedelisle.re


J. Larochette VERSION DU 27 AVRIL 2023

c Images de vecteurs et matrices

Propriété 4 : Images de vecteurs et ma-
trices

Soient n, p ∈ N∗, E ,F des K-espaces
vectoriels de dimension finie, p = dimE et
n = dimF , B une base de E et C une base
de F et u ∈L (E ,F ).

Pour tout x⃗ ∈ E ,

Autrement dit, y = u(x) se traduit matriciellement
par Y = AX avec des notations évidentes.

Remarque 6
Autrement dit, si x ←→

B
X , u ←→

C ,B
A et

y = u(x) ←→
C

Y alors

Exemple 1
Soit u ∈L (R3[X ],R2[X ]) dont lamatrice dans

les bases
(
1, X −1, X 2 −2, X 3 −3

)
au départ et(

1, X −1,(X −1)2
)
à l’arrivée est

(
1 2 3 4
0 0 1 0
1 0 0 1

)
.

Déterminer l’image par u de P = X 2 +X .

d Composition d’applications li-
néaires et matrices

Propriété 5 : Matrice d’une composée
Soient n, p, q ∈ N∗, E ,F,G des K-espaces

vectoriels de dimension finie, p = dimE ,
n = dimF , q = dimG, B = (⃗e1, . . . , e⃗p ) une
base de E , C =

(
f⃗1, . . . , f⃗n

)
une base de F ,

D = (
g⃗1, . . . , g⃗q

)
une base de G, u ∈ L (E ,F ) et

v ∈L (F,G).

Remarque 7
Autrement dit, si u ←→

C ,B
A, v ←→

D,C
B et v◦u ←→

D,B
C

alors

Propriété 6 : Isomorphisme de K-algèbres

Soient n ∈N∗, E unK-espace vectoriel de
dimension finie n, B une base de E .

L (E) −→ Mn(K)

u 7−→ MatB(u)

est un isomorphisme de K-algèbres.

Remarque 8
Cela permet de retrouver les propriétés

classiques du produit matriciel : associativité,
bilinéarité, etc.

Propriété 7 : Caractérisations de l’inversibi-
lité

Soient n ∈ N∗ et A ∈ Mn(K). Sont équiva-
lentes :
(i) A est inversible
(ii) Toute application linéaire représentée

par A est un isomorphisme
(iii) A représente un isomorphisme
(iv) A est inversible à gauche ou à droite

De plus, si c’est le cas et si u ∈ L (E ,F ) tel
que A = MatB,C (u), alors

2 Application linéaire canoni-
quement associée

a Définition

Définition 4 : Application linéaire canoni-
quement associée

Soient n, p ∈N∗, A ∈Mn,p (K).
On appelle application linéaire ca-

noniquement associée à A l’unique
u ∈ L (Kp ,Kn) dont la matrice dans les
bases canoniques est A.

Ainsi, écrire (y1, . . . , yn) = u(x1, . . . , xp ) revient à écrire( y1
...

yn

)
= A

( x1
...

xp

)
.

Les colonnes de A contiennent les images par u

des vecteurs de la base canonique de Kp .

REPRÉSENTATION MATRICIELLE DES APPLICATIONS LINÉAIRES - PAGE 3 SUR 10



LYCÉE LECONTE DE LISLE – LA RÉUNION https://mp2i.lecontedelisle.re

Exemple 2

A =
1 2 3

4 5 6

 ∈ M2,3(K). Application linéaire

canoniquement associée?

b Image, noyau, rang d’une matrice

Définition 5 : Image, noyau, rang d’une ma-
trice

Soit A ∈ Mn,p (K), u l’application linéaire
canoniquement associée à A. On définit
l’image, le noyau et le rang de A par :

Remarque 9
Si, plus généralement, A = MatB,C (u) alors

Ker A contient les vecteurs colonnes représen-
tant les éléments dans Keru dans B et Im A
contient les vecteurs colonnes représentant les
éléments dans Imu dans C .

Propriété 8 : Image, rang et colonnes ; for-
mule du rang

Soit A ∈Mn,p (K) de colonnes C1, . . . ,Cp .
(i) Im A =
(ii) rg A =
(iii) rg A+dim(Ker A) =

Remarques 2
R 1 – Ker A est décrit par un système d’équa-

tions homogène de matrice A elle-même.
R 2 – Des opérations élémentaires sur les élé-

ments de (C1, . . . ,Cp ) ne changent pas l’es-
pace vectoriel qu’ils engendrent et donc
leur rang. Ainsi, des opérations élémen-
taires sur les colonnes de A ne changent
pas son rang.

Exemple 3

A =
1 5 2

3 6 2

. Déterminer le noyau et

l’image de A, puis de

u :
R2[X ] −→ R1[X ]

P = a +bX + c X 2 7−→ (a +5b +2c)+ (3a +6b +2c)X

Propriété 9 : Caractérisations de l’inversibi-
lité

Sont équivalentes :
(i) A ∈Mn(K) est inversible
(ii) Son application linéaire canonique-

ment associée u est un automorphisme

(iii) Ker A =
{(

0
...
0

)}
(iv) rg A = n

(v) Les colonnes de A engendrent Mn(K)

(vi) Les colonnes de A forment une famille
libre

Remarque 10
Cela permet de justifier la méthode décrite

dans le chapitre précédent pour inverser une
matrice : y⃗ = Ax⃗ admet une unique solution si
et seulement si Ax⃗ = 0 admet comme unique
solution la solution nulle si et seulement si Ker A
est réduit à 0...

II SYSTÈMES LINÉAIRES
Définition 6 : Rang d’un système

Soit S un système linéaire à cœfficients
dans Kde n équations à p inconnue,
A ∈Mn,p (K) sa matrice.

Le système se traduit par AX = B d’incon-
nue X =

( x1
...

xp

)
et de second membre B =

( b1
...

bb

)
.

On appelle rang du système le rang de
sa matrice A : rgS = rg A.

On dit que le système est compatible lors-
qu’il admet au moins une solution.
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Remarques 3
R 1 – On a aussi

S ⇐⇒ u(x1, . . . , xp ) = (b1, . . . ,bn)

⇐⇒ (x1, . . . , xp ) ∈ u(−1)
({

(b1, . . . ,bn)
})

où u ∈ L (Rp ,Rn) est l’application linéaire
canoniquement associée à A.

R 2 – rgS ⩽min(n, p).

Propriété 10 : Structure de l’espace des so-
lutions

L’ensemble des solutions SH du système
homogène associé à S est le noyau de sa
matrice A.

C’est un espace vectoriel de dimension
p − rgS.

L’ensemble des solutions de S est soit
vide, soit de la forme SS = X0 + SH où

X0 =
(

x0
1
...

x0
p

)
est une solution particulière de S.

On parle de sous-espace affine de direc-
tion SH , de dimension dimSH = p − rgS.

Propriété 11 : CNS de compatibilité

Le système AX = B est compatible si et
seulement si B ∈ Im A.

Propriété 12 : Système de Cramer

(i) Le système est dit de Cramer lorsque
n = p = rgS ie A inversible.
Alors pour tout B ∈ Mn,1(K), il y a une
unique solution.

(ii) Si rgS = n, le système a au moins une so-
lution.

(iii) Si rgS = p, le système a au plus une solu-
tion.

Remarque 11
L’algorithme du pivot de Gauss appliqué

aux systèmes a été présenté dans un chapitre
de début de d’année : appliqué aux lignes de
lamatrice augmentée pour la rendre échelon-
née en lignes (à permutation éventuelle des in-
connues près), il permet d’obtenir un système

équivalent

S ⇐⇒



p1xi1+ ·· · = b′
1

p2xi2+ ·· · = b′
2

...

pr xir + ·· · = b′
r

0 = b′
r+1

...

0 = b′
n

où r = rgS, i1 < . . . < ir , p1, . . . , pr non nuls, les n − r
dernières équations sont les équations de com-
patibilité, elle permettent de savoir si SS =∅.

On tire successivement xir , puis xir−1 jusqu’à
xi1 en fonction des autres inconnues. On re-
trouve la dimension n − r .

III CHANGEMENTS DE BASES,
ÉQUIVALENCE, SIMILITUDE

1 Changements de bases

a Matrices de passage

Définition 7 : Matrice de passage
Soit E un K-espace vectoriel de dimen-

sion finie, B,B′ deux bases de E .
On appelle matrice de passage de B à

B′ notée PB′
B
, la matrice MatB(B′) dont les

colonnes sont les coordonnées dans B des
vecteurs de B′. Autrement dit :

Remarque 12
idE ←→

B,B′ PB′
B
.

Exemple 4
B = (⃗e1, e⃗2, e⃗3) base canonique de R3 et

B′ = (e ′1,e ′2,e ′3) tel que
e ′1 = e⃗1 + e⃗2

e ′2 = e⃗1 + e⃗2 + e⃗3

e ′3 = e⃗2 −2e⃗3
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Propriété 13 : Inversibilité des matrices de
passage

(i) Toutematrice de passage est inversible
et

(
PB′

B

)−1 =
(ii) Toute matrice inversible est une ma-

trice de passage.
Plus précisément si E est de dimension
n, B une base de E et A ∈GL n(K), alors
on peut trouver une base B′ de E telle
que A = PB′

B
.

Méthode : Inversion de matrice
Pour inverser une matrice carrée A, on l’in-

terprète comme matrice de passage d’une
base B à une base B′ et on exprime les vec-
teurs de B′ en fonction de ceux de B pour for-
mer la matrice de passage d’une base B′ à
une base B, c’est-à-dire A−1.

Exemple 5

A =
(

1 2 2
1 1 1
0 1 2

)

b Formules de changement de bases

Propriété 14 : Changement de base d’un
vecteur

Soient E un K-espace vectoriel de di-
mension finie, B,B′ deux bases de E , x⃗ ∈ E .

Si X = MatB (⃗x) et X ′ = MatB′ (⃗x), alors

Propriété 15 : Changement de base pour
une application linéaire

Soient E ,F des K-espaces vectoriels de
dimension finie, B,B′ deux bases de E , C ,C ′

deux bases de F , u ∈L (E ,F ).
Soient A = MatB,C (u) et A′ = MatB′,C ′(u).

Alors

c’est-à-dire, si P = PB′
B

et Q = PC ′
C
,

Corollaire 1 : Changement de base pour
un endomorphisme

Soient E un K-espace vectoriel de di-
mension finie, B,B′ deux bases de E ,
u ∈L (E).

Soient A = MatB(u) et A′ = MatB′(u). Alors

c’est-à-dire, si P = PB′
B

Exemple 6

A =
(

1 3 2−1 0 1
0 2 4

)
= MatB(u) et


e⃗ ′1 = e⃗1

e⃗ ′2 = e⃗1 + e⃗2

e⃗ ′3 = e⃗1 + e⃗2 + e⃗3

Matrice dans la base B′ de u, avec la défi-
nition puis avec une formule de changement
de base.

2 Matrices équivalentes et
rang

a Relation d’équivalence

Définition 8 : Matrices équivalentes
Une matrice A de Mn,p (K) est dite équi-

valente à une autre matrice B de Mn,p (K) si
on peut trouver U ∈ GL n(K) et V ∈ GL p (K)
telles que

A =U BV

Propriété 16 : Relation d’équivalence

On définit ainsi une relation d’équiva-
lence sur Mn,p (K).

Propriété 17 : Caractérisation géométrique

Deux matrices de même format sont
équivalentes si et seulement si elles re-
présentent une même application linéaire
dans des bases différentes.
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Propriété 18 : Transposée de matrices équi-
valentes

A et B sont équivalentes si et seulement
si A⊺ et B⊺ le sont.

b Lien avec le rang
On rappelle que le rang d’une matrice est celui

de l’application linéaire canoniquement associée
ou encore celui de la famille de ses vecteurs co-
lonnes.

Propriété 19 : Matrices équivalentes et
rang

Deux matrices équivalentes ont même
rang.

Propriété 20 : Caractérisation du rang
d’une application linéaire
par la matrice Jr

Si une application linéaire u ∈ L (E ,F ) est
de rang r , alors il existe des bases B de E
et C de F dans lesquelles u est représentée

par Jr =
 Ir (0)

(0) 0n−r,p−r

.

Théorème 1 : Caractérisation du rang
d’une matrice par la matrice
Jr

Une matrice A ∈ Mn,p (K ) est de rang r si
et seulement si elle est équivalente à Jr .

Corollaire 2
Deux matrices de même format sont

équivalentes si et seulement si elles ont
même rang.

Remarque 13
Les classes d’équivalences sont donc les

ensembles de matrices de même rang.

Corollaire 3 : Rang et transposée

(i) Si A ∈Mn,p (K), rg A = rg(A⊺).
(ii) Le rang d’une matrice est celui de la

famille de ses vecteurs lignes.
En particulier, unematrice carrée est in-
versible si et seulement si ses vecteurs
lignes forment une famille libre.

Remarque 14
On retrouve le fait que rg A ⩽min(n, p).

Propriété 21 : Rang d’une matrice et des
applications linéaires qu’elle
représente

Le rang d’une matrice est égal au rang
de n’importe quelle application linéaire
qu’elle représente.

3 Rang et matrices extraites

Définition 9 : Matrice extraite
Soient n, p ∈N∗ et A ∈Mn,p (K).
On appelle matrice extraite ou sous-

matrice de A toute matrice dont les cœf-
ficients sont les ai , j pour (i , j ) ∈ I × J avec
I ⊂ J1,nK et J ⊂ J1, pK.

On notera A|I×J cette matrice, obtenue
en supprimant des lignes et des colonnes de
A.

Exemple 7

A =


1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

, A|{1;3}×{2;4} =

Propriété 22 : Rang d’une sous-matrice

Soient n, p ∈N∗ et A ∈Mn,p (K).
Pour toute sous-matrice R de A,

rgR ⩽ rg A.
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Propriété 23 : Caractérisation du rang par
les matrices extraites

Le rang d’une matrice est l’ordre maxi-
mum de ses matrices extraites (carrées) in-
versibles.

Exemple 8

A =
(1 1 2 2

0 1 0 3
0 0 0 0
0 0 3 0

)

4 Opérations élémentaires
Les opérations élémentaires sur les lignes ou

les colonnes d’une matrice sont les transpositions
(échanges), transvection, dilatations).
On a vu dans un chapitre précédent qu’elles re-

venaient à multiplier respectivement à gauche ou
à droite par une matrice inversible (à savoir retrou-
ver), dont la taille est égale au nombre de lignes
respectivement colonnes correspondantes.

Propriété 24

(i) Une opération élémentaire sur ses
lignes ne change pas le noyau d’une
matrice.

(ii) Une opération élémentaire sur ses co-
lonnes ne change pas l’image d’une
matrice.

(iii) Une opération élémentaire ne change
pas le rang d’une matrice.

Définition 10 : Matrices échelonnées
Une matrice M ∈ Mn,p (K) est dite eche-

lonnée en lignes (respectivement en co-
lonnes) si chaque ligne (respectivement co-
lonne) débute par un nombre strictement
croissant de 0 jusqu’à ce qu’elles soient
éventuellement nulles.

Remarques 4
R 1 – Si elle est carrée, elle est nécessairement

triangulaire supérieure (resp. inférieure).
R 2 – Si une ligne (resp. colonne) est nulle, les

suivantes le sont aussi.

Exemples 4

E 1 – A =
(2 −1 0 1 −5 1

0 3 1 4 −3 −3
0 0 0 −4 1 0
0 0 0 0 0 6
0 0 0 0 0 0

)
est échelonnée en

lignes. 2,3,−4,6 sont appelés pivots.

E 2 – B =
(−1 0 0 0

2 0 0 0
1 −1 0 0
4 4 0 0
1 −5 0 0

)
est échelonnée en co-

lonnes. −1,−1 sont les pivots.

E 3 – C =
(1 2 3 4

0 0 5 6
0 0 7 8
0 0 0 9

)
n’est pas échelonnée en

lignes (même si elle est triangulaire).

Propriété 25

Toute matrice peut être transformée en
unematrice échelonnéeen lignes (resp. co-
lonnes) par des opérations élémentaires sur
les lignes (resp. colonnes.)

Exemple 9

A =
(1 1 −1 3 4

2 2 −3 1 3
1 3 0 2 2
0 4 3 3 1

)
en colonnes.

On ne change pas le rang par opérations élé-
mentaires. Quelle est le rang d’une matrice éche-
lonnée?

Propriété 26 : Rang d’une matrice échelon-
née

Le rang d’une matrice échelonnée en
lignes (resp. colonnes) est le nombre de
lignes (resp. colonnes) non nulles.

Remarque 15
En faisant des opérations sur les colonnes,

on peut obtenir à la fois le rang, l’image et le
noyau !

Exemple 10

A =
(4 2 1

6 4 1
5 3 1
3 1 1

)
.

Remarque 16
En appliquant ensuite un pivot de Gauss sur

les lignes, on peut se ramener à Jr .
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IV MATRICES SEMBLABLES

1 Définition

Définition 11 : Matrices semblables
Soient A,B ∈ Mn(K). A est dite semblable

à B lorsqu’on l’on a P ∈GL n(K) tel que

2 Propriétés

Propriété 27 : Relation d’équivalence
La relation de similitude est une relation

d’équivalence dont les classes sont appe-
lées classes de similitudes.

Remarque 17
Des matrices semblables sont équivalentes,

mais la réciproque est fausse.

Propriété 28 : Caractérisation géométrique

A,B ∈ Mn(K) sont semblables si et seule-
ment si elles représentent un même endo-
morphisme (dans des bases différentes.)

Remarque 18
Cette caractérisation permet de démon-

trer la relation d’équivalence encore plus fa-
cilement ! Les classes d’équivalences sont les
ensembles de toutes les matrices représentant
un même endomorphisme.

Propriété 29 : Puissances et matrices sem-
blables

Soient A,B ∈ Mn(K) et P ∈ GL n(K) telles
que A = PBP−1.

(i) ∀k ∈N, Ak = PB k P−1

(ii) A inversible ssi B l’est, et si c’est le cas, la
formule précédente est valable dans
Z.

Propriété 30 : La trace est un invariant de si-
militude

Si A et B sont semblables alors tr A = trB .
La réciproque est fausse.

Méthode : Vérifier si des matrices
sont semblables

Pour montrer que deux matrices ne sont
pas semblables, on trouve un invariant de si-
militude qui est différent pour les deux (trace,
rang... on en verra d’autres plus tard).

Pour montrer que deux matrices sont sem-
blable, on peut considérer un endomorphisme
représenté par la première et construire une
base dans laquelle il est représenté par la
deuxième.

Exemples 5

E 1 –
(

1 2 3
4 5 6
7 8 9

)
et

(
12 5 −6−8 −25 6
17 3 0

)
E 2 –

(
1 2 3
0 4 5
0 0 6

)
et

(
8 1 3
0 3 5
0 0 0

)

3 Trace d’un endomorphisme

Définition 12 : Trace d’un endomorphisme
Soit E K-espace vectoriel de dimension

finie, u ∈L (E). On appelle trace de u, notée
tru, la trace de n’importe quelle matrice le
représentant.

Remarque 19
Définition licite vu la propriété précédente.

Propriété 31 : de la trace d’un endomor-
phisme

tr est une forme linéaire sur L (E) et si
u, v ∈L (E), tr(u ◦ v) = tr(v ◦u).

Propriété 32 : Trace d’un projecteur

La trace d’un projecteur est égale à son
rang.
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Remarque 20
Attention : toute matrice est équivalente à

Jr où r est son rang, mais une matrice carrée
n’est pas semblable à Jr en général. C’est en
fait le cas si et seulement s’il s’agit d’un projec-
teur.

4 Diagonalisation (spé)
Position du problème : on a vu que les opérations

sur les matrices se transmettent bien par la relation
de similitude. Comme il est très facile de travailler
avec des matrices diagonales, on essaye souvent
de rendre une matrice semblable à une matrice
diagonale.
Du point de vue des endomorphismes, cela re-

vient à trouver une base dans laquelle la matrice

est diagonale : MatB(u) =
(λ1 (0)

. . .
(0) λn

)
. C’est une base

dont les vecteurs vérifient u (⃗ei ) =λi e⃗i .

Définition 13 : Endomorphisme, matrice
diagonalisable

u ∈L (E) est dit diagonalisable si et seule-
ment s’il existe une base dans laquelle sa
matrice est diagonale.

A ∈ Mn(K) est dite diagonalisable si et
seulement si elle est semblable à une ma-
trice diagonale : A = PDP−1 avec P inversible
et D diagonale.

Remarque 21
Une matrice est diagonalisable si et seule-

ment si l’application linéaire canoniquement
associée est diagonalisable.

Définition 14 : Éléments propres
Soit u ∈L (E) (respectivement A ∈Mn(K)).
On appelle valeur propre de u (resp.

A) tout λ ∈ K tel qu’il existe x⃗ ∈ E (resp.
X ∈ Mn,1(K)) non nul tel que u (⃗x) = λx⃗ (resp.
AX =λX ).

Un tel vecteur non nul est appelé vecteur
propre associé à la valeur propre λ.

On appelle sous-espace propre asso-
cié à la valeur propre λ le sous-espace
Eλ(u) = Ker(u −λ idE ) = {

x⃗ ∈ E | u (⃗x) =λx⃗
}
(resp.

Eλ(A) = Ker(A−λIn) = {
X ∈Mn,1(K) | AX =λX

}
).

L’ensemble des valeurs propres de u
(resp. A) est appelé son spectre, noté Spu
(resp. SpA).

Remarques 5
R 1 – Les valeurs propres, vecteurs propres,

sous-espaces propres d’une matrices cor-
respondent à ceux de l’application li-
néaire canoniquement associée.

R 2 – λ est valeur propre de u si et seulement si
u −λ idE n’est pas injectif.

R 3 – Chercher les valeurs propres de A revient
à trouver λ tel que A −λIn n’est pas inver-
sible.

R 4 – 0 est valeur propre de A si et seulement si
A n’est pas inversible.

Méthode : Diagonaliser une matrice
Pour diagonaliser une matrice (ou un en-

dormorphisme), il faut former une base de vec-
teurs propres.

Une base diagonalisante est alors obtenue
en mettant bout à bout des bases des sous-
espaces propres.

Alors A = PDP−1 avec D =
(λ1 (0)

. . .
(0) λn

)
où

λ1, . . . ,λp sont les valeurs propres de A et où P est
la matrice de passage de la base canonique
à la base de vecteurs propres placés dans le
même ordre que les valeurs propres.

Exemple 11

A =
(

0 1 1
1 0 1
1 1 0

)
avec −1 et 2 comme valeurs

propres.
■ Application 1 : Trouver le terme général
des suites x, y, z telles que pour tout n,

xn+1 = yn + zn

yn+1 = xn + zn

zn+1 = xn + yn

■ Application 2 : Résoudre le système diffé-
rentiel,

(S)


f ′ = g +h

g ′ = f +h

h′ = f + g
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