MP2I .. A rendre vendredi 7 avril
Devoir Libre n° 16

Exercice 1 : Espaces de fonctions

1.a) On anécessairement P et Q non nuls et si on appelle a,X? et b, X1 leurs termes

a
dominants respectif, alors In x o b—px”‘q. Comme Inx — +oo, degP=p>degQ=gq.
q

Inx

1b) ==

confradictoire.
In n'est pas une fonction rationnelle.

ay . In x . .
—xP et — — 0donc p—qg—1<0, s0it g<p<qg+1ce quiest

x—+o0 D X Xx—+oo

2. Siayfy+a,fi+a,f, =0, alorsle polyndbme P = ay+a, X +a,X? a une infinité de racines
(R*) donc est le polyndme nul donc a,=a, =a,=0. La famille (fy, fi, f;) est libre.

Si apgo+ a8, + a,g, =0, alors le polyndébme P = ay+ a, X + a,X? a une infinité de racines
(R \ {1}) donc est le polyndme nul donc a,=a, =a,=0.. La famille (gy, g1, g.) est libre.

3. | F=Vect(fy, f, f) et F =Vect(g,, g1, &,) sont des espaces vectoriels et vu la question
précédente,
dimF =dimG =3.

4. Si fe FnG, alors on a desréels ay, ay,a,, by, by, b, tels que
Vx>0, (by+bx+b,x)Inx =(ay+a,x+a,x?

donc nécessairement b, = b; = b, =0 vuU le résultat de la question 1. Donc FNG ={0}.
F et G sont en somme directe.

5. | E est un espace vectoriel sur R comme somme de deux sous-espaces de REx
et comme F et G sont en somme directe, dimE =dimF +dimG =6.

6.d) E'C E, E'#o car la fonction nulle est prolongeable par continuité en 0 et si
f,g € E sont prolongeable par continuité en 0 et AR, f +Ag I'est encore.

Donc  E’ est un sous-espace vectoriel de E.

Autre possibilité : Si f € E, on peut écrire f(x)=ay+ a;x + a,x? +(by+ by x + ¢; x*)In x qui
admet une limite finie en O si et seulement si b, = 0. Donc E’ = Vect(fy, fi, f>, 81, 82), SOUS-
espace vectoriel de E.

6.b) (fo, /i, /2,81, 8) base de E’ et (fo, /1, /2, 81,8:8) Pase de E.
Donc Vect g, = Vect(In) est un supplémentaire de E’ dans E.

Devoir Libre n° 16 - page 1

Exercice 2 : Calcul de puissances de matrices

1. Ona3=dimR’ vecteurs e/, e, e;) de R?, il suffit de montrer que la famille est libre. Si

on a A,u, veR tels que Ae; +ue, + ve; =(0,0,0), alors

en soustrayant la premiére équation aux deux autres,

u=0puis v=0et A=0.

(22 2
sibleet P'1=—-[3 =3 0
61 1 =

3. Oncalcule D=pP7'SP=

A4+ pu+ v =0
A — u + v = 0 c'est-a-dire,
A -2y =0
A+ u + v =0
- 2u = 0 donc
- u — 3y =0
La famille est donc libre en dimension 3 : (e, e,, e;) est une base de R3.
1 1 1
2. En utilisant I'une des méthodes vues en cours, on obtient P={1 —1 1 | inver-
1 0 -2
1 00
020
00 2
1 0 O

4. Montrons parrécurrence surn que YnelN, 2(n) i« =0 2" 0

o = O

1
=« Initialisation : D°=| 0
0

0
0 | : propriété vraie pour n=0.
1

0o o0 27

« Hérédité : Soit n >0 pour lequel I'expression de D" est vraie. Alors

1 0 0\/1 00 1 0 0
D"™'=p"D=(0 2" 0 |[[0 2 0of|=[0 27 0O
0o 0 2/\o o0 2 0 0 o2t
0 0
2" 0
0 2n

1
La récurrence est établie, et donc VnelN, D"=|0
0

5. Récurrence : I, =PLP~! et sion se fixe ne€N pour lequel S*=PD"P!, alors

s"=pp"p'pppt=pD"'pL.

6. On obtient alors S*=—

14271 1-27 12"
1-27  1+271 12"
1-2"  1-2" 142"
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)



A 00

7. Comme L#0 4w et Sn'estpasdelaforme |0 A 0| avec A€R, les matrices S
00 A

et I ne sont pas colinéaires et la famille (13, S) est libre.
8. On calcule
5 —-1 -1 5 -1 -1 3 -1 -1
§2==(-1 5 —1|[-1 5 —1]=|-1 3 —1|.
N-1 -1 5/\-1 -1 5 -1 -1 3

Donc S§?=-2I;+3S.

9. Montrons par récurrence sur n que YnelN, 2 (n) : « S" € Vect(I;,S). »
=« Initialisation : 5° = I, € Vect(1,, S) : propriété vraie pour n=0.
« Hérédité : Soit n >0 pour lequel S” e Vect(I3,S), alors S* =al,+ bS oU a,b €R et

S =8"S=(al;+ bS)S=aS+bS? e Vect(L,S).

La récurrence est établie, et comme (I;, S) est une famille libre, c’est une base de
Vect(L;, S) et les ceoefficients dans cetfte base sont donc uniques.
Finalement, YneN, I a,,b,)eR|S"=a,l;+Db,S.

10. S°=ILetS'=S,donc ay=1, by=0, a;=0et b, =1.
De plus, sineN,

§"™'=8"S=(a,L+b,S)S=a,S+b,S*=—2b,I;+(a, +3b,)S

vu la question 8.

Apy1 = _an

Donc, par unicité des coefficients, Yn €N, { by =a,+3b,

11. Pour tout entier n, on a a,,, + b,.. =—2b, +a, +3b,=a,+b,.

Donc la suite (a,, + b,),en €5t constante  ef la constante est ay+ by =1.

Par conséquent, pour tout entier n, b,.,+1=a,+3b,+1=2b,+2=2(b, +1).
Ainsi, la suite (b, +1),y €5t géométrique  de raison 2.

12. Comme (b, +1),en €5t Une suite géométrique de raison 2, on @, pour tout n €N,

b,+1=2"(by+1) et by=0.
Donc pourtout neNN, b,=2"—1. De plus, la suite (a, + b,),en €5t la suite constante

(1),en. poOUurtout neN, a,=2—2".
14. X?—-3X+2=(X—-1)(X—2) donc la division euclidienne s'écrit
X"=(X*-3X+2)Q+aX+p

donc enévaluantenlet2:a+pf=1et2a+p=2".
Le reste est donc (2"—1)X +(2—2").
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15. Comme S§? —3S +2I; = 0, en évaluant la division en S, on obtient
§h=(2"—1)S+(2—2")L.

(1A (1
17. Oncalcule B==-[-1 -1 —1|et BZ=g 1 1 1|=-B, onen déduit, parrécur-
-1 -1 -1 111

rence, que pour tout entier n>1, B* =(—1)""'B.
En effet, B! =(—1)?B et si B"=(—1)""'B pourun n>1,

Bn+1 —B"B= (_l)n-HBB — (_1)n+1 BZ — (_1)n+](_B) — (_1)n+ZB
La récurrence est établie. Donc | B®= I et pour tout entier n>1, B =(—1)""'B.

18. On a S=B+2I;, et comme B et 2I; commutent, on peut appliquer la formule
du binbme de Newton :sin>1,

n

(n n
S" = Z(k 2" kgk=_ Z k Zn_k(—l)k B+2"I, (carsik>1, B¥=(-1)**'B.)

k=0 k=1

=_(Z(Z)2"’<(—1)’“—2") B+2"L,=—((2—1)"—2")B +2"I,

k=0
=(2"—1)B+2"L

De plus S*=1;=(2°—1)B+2°L;, donc pour tout nelN, S"=(2"—1)B+2"1,.
19. Comme B=S-2I;, on obtfient que pour tout n €N,
S"=(2"—1)(S—2L)+2"L=(2"—1)S+(2—2")L.
On retrouve bien I'expression de a,, et b,.
20. L'expression est valable pour n €Z si et seulement si pour fout n €N,
(2"=1)B+2"L)S" =1I.
Or,sineN,

(@"=1)B+2"L)S"=(2"—1)B+2"L)(2"—1)B+2"L)
=(2-2"2-2"L+ (2" =1)2-2")+(2"-1)(2—2"")S
+(27"=1)(2"—1)8?
=(5—27"t 2", 327"+ 2" —2)S
—(2" 42" —2)(—2I;+3S)
_ (5_27n+1 _omHl g4 omnl +2n+1)]3 =1

Donc S” est inversible et son inverse S est donnée par I'expression de la question
précédente.

L'expression trouvée d la question précédente est donc valable pour n € Z.

On peut aussi utiliser le raisonnement de la question 5 pour n € Z directement.
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