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Représentation matricielle des applications

n MATRICES ET APPLICATIONS LI-
NEAIRES

II Matrice d’'une application li-
néaire dans des bases

n Matrice d’un ou plusieurs vecteurs

Définition 1 : Matrice d’un vecteur

Soit E un K-espace vectoriel de dimension fi-
nien#0et #=(é,...,é, une base de E.

Si X = x1é; +...+ x,8, € E, de coordonnées
(x1,...,x,) dans 2, on appelle matrice de x dans
la base % la matrice colonne
X1

X =Matg(X) = ( :

Xn

) € M1 (K)

Propriété 1

- «fﬂn,l (K)

L’application est un

X — X =Matg(X)
isomorphisme.

Définition 2 : Matrice d’une famille de vecteurs

Soient n,p e N*, E un K-espace vectoriel de
dimension finie n, # = (%,...,%,) € EP une famille
de p vecteurs de E, 8 = (é,...,é,) une base de
18

Pour tout j € [1,p], on note (xij,...,%n})
les coordonnées de %; dans la base £ (ie

xlyj
Xi—Xi=|: |
T (x,;,j) :

On appelle matrice de la famille & dans la

base % la matrice rectangulaire

A:Matgg(xl,...,x,,):( X ‘ X ‘ ‘ X, )
xl’l' <o Xp
= . |edypX)
Xni oo Xnp

[ V 4 L]
linéaires
On place dans les colonnes les coordonnées dans 4
des vecteurs de & :

selon

TN
—

selon
Matg (F) =

AN
[\

selon é,

Propriété 2

L'application

EP - n,p(lK)

(F1,..,%p) — A=Matg(3,..., Xp)

est un isomorphisme.

n Matrice d’une application linéaire

Définition 3 : Matrice d’une application linéaire

Soient n,p € N*, E,F des K-espaces vecto-
riels de dimension finie, p = dimE et n = dimF,

B=(,...,6,) Une base de E et € = (ﬁfp) une
base de F et ue Z(E, F).
On appelle matrice de I'application linéaire
u dans les bases % au départ et € a I'arrivée |a
matrice rectangulaire
A = Matg ¢ (u) = Mateg (1(98))
= Matg (u(ey), ..., u(éy)) € My, (IK)

Lorsque u € L(E) (E = F : endomorphisme) et
B =%€,0n note A=Matg(u) =Matg(u(B)) € 4, IK).

Propriété 3

L'application

L(EF) — n,p (IK)

u — A=Matg ¢ (1)

est un isomorphisme (d’espaces vectoriels.)
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Images de vecteurs et matrices E Application linéaire canoni-
" ) quement associée
Propriété 4 : Images de vecteurs et matrices
Soient n, p € N*, E, F des K-espaces vectoriels n Définition

de dimension finie, p = dimE ef n=dimF, 2 une
base de E et € une base de F et ue £(E,F).
Pour fout X € E,

Définition 4 : Application linéaire canonique-

ment associée

Mat (u(X)) = Matg, % (1) x Matg(X). Soient n,p e IN*, A€ My, p(K).
On appelle application linéaire canonique-
ment associée a A I'unique u e L(K”, K" dont
Autrement dit, y = u(x) se traduit matriciellement par la matrice dans les bases canoniques est A.
Y = AX avec des notations évidentes.

Ainsi, écrire (y1,...,yn) = ulxi,...,xp) revient a écrire
x1

=A

N
n Composition d’applications linéaires et ( :

- Vn x.l’
matrices Les colonnes de A contfiennent les images par u des

vecteurs de la base canonique de KP.
Propriété 5 : Matrice d’'une composée

Soient n,p,q € N*, E,F,G des K-espaces vec- n Image, noyau, rang d’'une matrice
toriels de dimension finie, p = dimE, n = dimF,

g = dimG, # = (é,...,é,) une base de E, Définition 5 : Image, noyau, rang d’'une matrice
€ = (flfn) une base de F, 2 = (g,...,&,) une
base de G, ue L(E,F) et ve Z(FG).

Soit A € M,,(K), u I'application linéaire
canoniquement associée a A On défi-

nit I'image, le noyau et le rang de A par :
0

Ker A = {X € Mp1(K) | AX = ()} correspondant &
0

Matyg (v o u) = Matg g (v) x Matg « ().

Keru={xeK” | u@ = 6]}{17}.
ImA = {AX; Xe.#,,(K)}, correspondant &
Propriété 6 : Isomorphisme de K-algébres Imu={u® ; XecKr}.

Soient ne N*, E un K-espace vectoriel de di- rgA=rgu=dim(Im A)
mension finie n, % une base de E.

L(E) — MK coy s
Propriété 8 : Image, rang et colonnes; formule

u — Matg(w) du rang

est un isomorphisme de K-algébres. Soit A€ 4y, (K) de colonnes Cy,...,C.
() ImA=Vect(Cy,...,Cp).

(in rgA=rg(Cy,...,Cp).

(i) rg A+dim(Ker A) = p.

Propriété 7 : Caractérisations de l'inversibilité

Soient n € N* et A € 4,(K). Sont équiva-

lentes : Propriété 9 : Inversibilité des matrices de pas-

() A estinversible sage
(i Toute application linéaire représentée par
A est un isomorphisme

() Toute matrice de passage est inversible et

p# )" = p2

(iiy A représente un isomorphisme ( 4 ) e

(V) A estinversible & gauche ou & droite (in Toute matrice inversible est une matrice de
passage.

De plus, si c’est le cas et siue L (E,F) tel que

i = Plus précisément si E est de dimension n, %
A=Matg (), alors A~" =Maty g(u™").

une base de E et Ae 4%, (K), alors on peqf
frouver une base %' de E felle que A= Pg .
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fg Méthode : Inversion de matrice
Pour inverser une matrice carrée A, on l'inter-
prete comme matrice de passage d’une base %
a une base %' et on exprime les vecteurs de %’ en
fonction de ceux de 2 pour former la matrice de
passage d’une base %’ & une base A, c’est-ad-dire
AL

Formules de changement de bases

Propriété 10 : Changement de base d’un vec-
teur

Soient E un IK-espace vectoriel de dimension
finie, 8,%' deux bases de E, X € E.
Si X = Matg (X) ef X' = Matg (X), alors
_ B /
X = Pg x X

B B—B 74

Propriété 11: Changement de base pour une
application linéaire

Soient E,F des K-espaces vectoriels de di-
mension finie, %,%8' deux bases de E, €,€’ deux
bases de F, ue ¥4 (E,F).

Soient A=Matg ¢ (u) et A' =Matgy o (u). Alors

— € B’
A = chr x A x Pg

€'\ B €' -6 €,PB B—B'
c’est-a-dire, siP=P% etQ=PZ,

A=Q7'AP ie A=QAP!

Corollaire 1: Changement de base pour un en-
domorphisme

Soient E un IK-espace vectoriel de dimension
finie, ,%' deux bases de E, ue £ (E).
Soient A=Matg(u) et A’ = Matg (u). Alors

I _ pAB B’
A—P%,XAXP@

B B — B B B— B
c’est-a-dire, si P = Pg'

A'=P'AP je A=PAP!
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Matrices équivalentes et rang

n Relation d’équivalence

Définition 6 : Matrices équivalentes

Une matrice A de .4, ,(K) est dite équiva-
lente & une autre matrice B de .4, ,(K) si on
peut trouver U € 4£,(K) et V € 92,(K) felles
que

A=UBV

Propriété 12 : Relation d’équivalence

On définit ainsi une relation d’équivalence
sur My, (IK).

Propriété 13 : Caractérisation géométrique

Deux matrices de méme format sont équiva-
lentes si et seulement si elles repréesentent une
méme application linéaire dans des bases dif-
férentes.

Propriété 14 : Transposée de matrices équiva-
lentes

A et B sont équivalentes si et seulement si AT
et BT le sont.

u Lien avec le rang

On rappelle que le rang d’une matrice est celui de
I’application linéaire canoniquement associée ou en-
core celui de la famille de ses vecteurs colonnes.

Propriété 15 : Matrices équivalentes et rang

Deux matrices équivalentes ont méme rang.

Propriété 16 : Caractérisation du rang d’une ap-

plication linéaire par la matrice J,

Si une application linéaire u € <£(E,F) est
de rang r, alors il existe des bases # de E et
¢ de F dans lesquelles u est représentée par

I, (0)
Ir= .
@ Gimm
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Théoréme 1 : Caractérisation du rang d’une

matrice par la matrice J,

Une matrice A € .y, (K) est de rang r si et
seulement si elle est équivalente a J,.

Corollaire 2

Deux matrices de méme format sont équiva-
lentes si et seulement si elles ont méme rang.

Corollaire 3 : Rang et transposée

() SiAe My p(K), rgA=1g(AT).

(il Le rang d’une matrice est celui de la famille
de ses vecteurs lignes.
En particulier, une maftrice carrée est inver-

sible si et seulement si ses vecteurs lignes
forment une famille libre.

Propriété 17 : Rang d’une matrice et des ap-

plications linéaires qu’elle repré-
sente

Le rang d’une matrice est égal au rang de
n’importe quelle application linéaire qu’elle re-
présente.

ﬂ Rang et matrices extraites

Définition 7 : Matrice extraite

Soient n,p e IN* et Ae My, (K).

On appelle matrice extraite ou sous-matrice
de A toute matrice dont les coefficients sont les
a;j pour (i,j)eIxJavec Ic[1,n] et J< [1,p].

On notera Alj«; cette matrice, obtenue en
supprimant des lignes et des colonnes de A.

Propriété 18 : Rang d’une sous-matrice

Soient n,p e IN* et Ae My, (K).
Pour foute sous-matrice R de A,

rgR<rgA.

Propriété 19 : Caractérisation du rang par les
matrices extraites

Le rang d'une matrice est I'ordre maximum
de ses matrices extraites (carrées) inversibles.

I
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E Opérations élémentaires

Les opérations élémentaires sur les lignes ou les co-
lonnes d’une matrice sont les transpositions (Echanges),
fransvection, dilatations).

Propriété 20
() Une opération élémentaire sur ses lignes ne

change pas le noyau d’une matrice.

(i Une opération élémentaire sur ses colonnes
ne change pas I'image d’une matrice.

(i) Une opération élémentaire ne change pas
le rang d’une matrice.

Définition 8 : Matrices échelonnées

Une matrice M € .4, ,(K) est dite echelon-
née en lignes (respectivement en colonnes) si
chaque ligne (respectivement colonne) débute
par un nombre strictement croissant de 0 jus-
qu’a ce gu’elles soient éventuellement nulles.

Propriété 21

Toute matrice peut étre transformée en une
matrice échelonnée en lignes (resp. colonnes)
par des opérations élémentaires sur les lignes
(resp. colonnes.)

Propriété 22 : Rang d’'une matrice échelonnée

Le rang d’une matrice échelonnée en lignes
(resp. colonnes) est le nombre de lignes (resp.
colonnes) non nulles.

m MATRICES SEMBLABLES

Il Définition

Définition 9 : Matrices semblables

Soient A, B e .4, (K). A est dite semblable & B
lorsqu’on l'on a Pe 9%, (K) tel que A= PBP!,
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Propriété 27 : de la trace d’'un endomorphisme

E Propriétés tr est une forme linéaire sur £(E) et si

u,ve L(E), tr(uov) =tr(vou).
Propriété 23 : Relation d’équivalence

La relation de similitude est une relation
d’équivalence dont les classes sont appelées
classes de similitudes. La frace d’un projecteur est égale & son

rang.

Propriété 28 : Trace d’un projecteur

Propriété 24 : Caractérisation géométrique

A, B e ,(IK) sont semblables si et seulement n qugond"sqhon (sPe)
si elles représenfent un méme endomorphisme

(dans des bases différentes.) Définition 11 : Endomorphisme, matrice diago-

nalisable

u e £ (E) est dit diagonalisable si et seulement

Propriété 25 : Puissances et matrices sem- s'il existe une base dans laquelle sa matrice est
blables diOgOﬂGle.
A€ 4, (K) est dite diagonalisable si et seule-
Soient A,B € 4, (K) et P e 42,(K) telles que ment si elle est semblable & une matrice diago-
A=PBP™, nale : A= PDP~! avec P inversible et D diago-
() VkeN, Ak=ppkp-1 nale.

(i A inversible ssi B I'est, et si c’est le cas, la

formule précédente est valable dans Z. Définition 12 : Eléments propres

Soit ue £(E) (respectivement A e .4, (K)).
On appelle valeur propre de u (resp. A) tout

Propriété 26 : La trace est un invariant de simili- A e K tel qu’il existe X € E (resp. X € 4, 1(K)) non
tude nul fel que u(X) = Ax (resp. AX = 1X).

Si A et B sont semblables alors trA = trB. La Un tel vecteur non nul est appelé vecteur
réciproque est fausse. propre associé d la valeur propre A.

On appelle sous-espace propre Qsso-
cié a la valeur propre A le sous-espace
Ey(uw) = Ker(u — Aidp) = {X€E| u(® =Ax} (resp.

f! Méthode : Vérifier si des matrices sont Ep(A) =Ker(A=Aly) = {X € 4,1 (K) | AX = AX}).
semblables L'ensemble des valeurs propres de u (resp. A)
Pour montrer que deux matrices ne sont pas est appele son spectre, nofe Spu (resp. SpA).

semblables, on trouve un invariant de similitude qui
est différent pour les deux (tfrace, rang... on en verra
d’autres plus tard). Eg

Pour montrer que deux matrices sont sem- Méthode : Diagonaliser une matrice
blables, on peut considérer un endomorphisme re-
présenté par la premiére et construire une base
dans laquelle il est représenté par la deuxieme.

Pour diagonaliser une matrice (ou un endormor-
phisme), il faut former une base de vecteurs propres.
Une base diagonalisante est alors obtenue en
mettant bout & bout des bases des sous-espaces

propres.
M (0)
Alors A=pPDP~! avec D =

. )Ol:l /11,...,/1,0
0 Ay

sont les valeurs propres de A et ou P est la matrice
de passage de labase canonique & la base de vec-
feurs propres placés dans le méme ordre que les vao-
leurs propres.

Trace d’un endomorphisme

Définition 10 : Trace d’un endomorphisme

Soit E K-espace vectoriel de dimension finie,
ue £L(E). On appelle trace de u, notée tru, la
frace de n’importe quelle matrice le représen-
fant.
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