Extrait du programme officiel :

26

Intégration

Cette section a pour principal objectif de définir I'intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment et d’en établir
les propriétés principales. Elle offre I'occasion de revenir sur les fechniques de calcul intégral, mais aussi de traiter des exercices d’esprit

plus théorique.

Les méthodes de calcul approché d’intégrales donnent I'occasion de revenir sur la problématique de I’approximation. On pourra
ainsi comparer les performances de la méthode des rectangles et de celle des trapézes.

La notion de continuité uniforme est introduite uniquement en vue de la construction de I'infégrale. L'étude systématique des
fonctions uniformément continues n’est pas un attendu du programme.

Le corps K est pris égal & R ou C. Le professeur peut soit se placer d’emblée dans le cadre des fonctions & valeurs complexes,
soit traiter en premier lieu le cas réel avant de procéder & une bréve extension.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Continuité uniforme

Continuité uniforme.
Théoréme de Heine.

Exemple des fonctions lipschitziennes.
La démonstration n’est pas exigible.

b) Fonctions continues par morceaux

Subdivision d’un segment, pas d’une subdivision.

Fonction en escalier, fonction continue par morceaux.

Les fonctions sont définies sur un segment et & valeurs dans K.
Structure de sous-espace vectoriel et de sous-anneau de I'en-
semble des fonctions continues par morceaux sur un segment a
valeurs dans K.

c) Intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment

Intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment
a valeurs dans K.

Linéarité, positivité et croissance de l'intégrale.

Inégalité friangulaire intégrale : |f f‘ < Ifl.
la,b] la,b]

Relation de Chasles.

Si f est continue, & valeurs dans Rt ef si f . f=0,alors f=0.
la,b]

Intégrale d’une fonction paire ou impaire sur un segment cen-
fré en 0. Intégrale d’'une fonction périodique sur un intervalle de
période.

Le programme n’impose pas de construction particuliere. Inter-
prétation géométrique de l'intégrale.

b b
No‘ro’rionsf f,f f,f far.
[a,b] a a

Extension de la notation f f(ndraucasou b<a.
Propriétés correspondantes.

Valeur moyenne d’une fonction contfinue par morceaux sur un
segment.

d) Sommes de Riemann

Pour f continue par morceaux sur le segment [a, b,

anzlf( +k—) nﬂmf fnd

k=0

Interprétation géométrique.
Démonstration exigible pour f lipschitzienne.

e) Lien entre intégrale et primitive

X
Dérivation de fo f(®) dt pour f continue.
a

Toute fonction continue sur un intervalle posséde des primitives.
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CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

f) Formules de Taylor globales

Formule de Taylor avec reste intégral et inégalité de Taylor- L'égalité de Taylor-Lagrange est hors programme.
Lagrange. On souligne la différence de nature entre la formule de Taylor-
Young (locale) et les formules de Taylor globales.
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KK désigne R ou C. a, b sont des réels tels que a < b.

n CONTINUITE UNIFORME

La continuité dont on a parlé jusqu’a maintenant était une propriété locale : au voisinage d’un point a, si je me
reproche de a, alors mon image par f se rapproche de f(a), ce qui s’écrit formellement :

Yael, Ve>0, 3n>0, Vxel, [x—al<n=|f(x) - fla)| <e

(Traduction de f continue sur I.)
Pour formaliser la notion d’intégrale, nous aurons besoin d’une continuité plus forte, globale : on va imposer que le
n ne dépende pas de a.
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Définition 1 : Uniforme continuité
Soit f:1— K. On dit que f est uniformément continue sur I si

Ye>0, 3n>0, Vx,yel, |x—y|<n=|fx)-f)|<e

Cela impose que si x et y sont suffisamment proches, mais n‘importe ot dans I, alors f(x) et f(y) sont proches
également.
Ainsi, pour des fonctions & frop grandes variations, on pourra ne pas avoir uniforme continuité.

Propriété 1 : Uniformément continuex— continue

Une fonction uniformément continue sur I est continue sur I.
Réciproque fausse.

Démonstration

Si
Ye>0, An>0, Ya,xel, [x—al<n=|fx)-f@|<¢e

alors
Yael, Ve>0, 3n>0, Vxel, [x—al<n=|f(x)-fla)|<e. M

Propriété 2 : Caractérisation séquentielle

f est uniformément continue sur I si et seulement si V¥ (x,)n, Yn)n € IV,

Xn—Yn Ozf(xn)_f(Yn)m’o-

n—+oo

Démonstration

(=) Si f uniformément continue et x;,, -y, P 0ete>o0.
Onan>o0telque Vx,yel, |x-y|<n=|f0)-f)|<eorona NelNtelqueVn=>N, xp-y,<n, qinsi
Vn>=N, f(xp)-fyn) <eetdonc f(x,) - fyn) 0.

n—+oo
(«) Par contfraposée, si f n’est pas uniformément continue, on a ¢ >0 tel que

¥n>0, 3x,yel, |x-y|<net|fx)-f)|>e.

. 1 . 1 .
Soit ne N et = 7' ON A xnyn des réels tels que |an - yn| < —— et |f(xn) = flyn)| > €. Ainsi, x, —yn — 0 et

Jf&xn) = f(yn) # 0. |

Propriété 3 : Stabilité

Une combinaison linéaire, une composee de fonctions uniformément continue I’'est encore.

A Faux pour un produit ou un quotient.

Exemple

E1 - Les fonctions constantes, x— x sont uniformément continues.

E2— f:x— ax+ b est uniformément continue sur R.

E3— f:x— |x| est uniformément continue sur R.

E4— f:x— x%n’est pas uniformément continue sur R : probléme si x — +oo (Pente trop forte). x, = n+ % yn=nalors
xn—ynz%—>0mOin§,—y$,:2+#7L>0.

E5— f:x— ;lc n’est pas uniformément continue sur R probléeme si x — 0 (pente frop forte).

1

Xn =%, yn = QlOTS Xp—yp = 3 —0mMais 3=~ J- =~ 40,
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E6— f:x— x est uniformément continue sur R (malgré la pente infinie en 0) : si x,; — y, — 0, on peut supposer
Xpn = yn, alors

(VEn = V¥n)” = Xn = 2v/XnYn + Yn < Xn—2Yn+ Yn = Xn— yn — 0.
Donc |vx, = ¥,| <1\/|xn = yu|. Donc vz, - /7, — 0.

Remarque
R1- La fonction /- vérifie
Vxy, Vi-yy<kx|x-y|'2.

On dit gu’elle est 1/2-hdlderienne.
Toute fonction a-hdlderienne est facilement uniformément continue.

Théoreme 1 : de Heine

Tout fonction continue sur un segment est uniformément continue sur ce segment.

Démonstration

Si f:la,b] — K contfinue non uniformément continue, on a e >0 et (xu)n, u)n € la, bIN telles que xy, — yn
et pour tout n, f(xn) — f(yn) > €. (vOir preuve de la caractérisation séquentielle).

D’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire de la suite bornée x une suite convergente (xy(5)) -
puis de la suite bornée (yy ), une suite convergente (ypoym)),,- AlOrS (Xpoy(m),, €St AUssi convergente comme suite
extraite de (xy(m),, € Xpoy(n) — Ypoy(n) — 0 doNnc les deux limites sont égales & .

Alors, par continuité, f (xgoy ) = f(©) €t f(ypoym) — f(£) donc

0

n—+oo

I (xpoym) = f (Vpoym) = 0

ce qui contredit f(xpoy(n) = f (Vpoyn) > €

Propriété 4 : Lipschitzienne x—= uniformément continue

Toute fonction lipschitzienne (ou plus généralement hdlderienne) sur I est uniformément continue sur

La réciproque est fausse.

Remarque

R2 -
f lipschitzienne == f uniformément continue x= f continue.

Plus précisément :

f lipschitzienne x> f hdldérienne x> f uniformément confinue x f confinue.

Démonstration

vx,yel, |fx)-fy)|<k|x—y|* (@=1silipschitzienne).
Donc si x, —yn— 0, f(xp)— f(yn) — 0.
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Exemple

E7 - /- est uniformément continue mais pas lipschitzienne car si
VxyeRY, |Vi-vy|<k|x-y]

avec k>0, on va avoir un probléme pres de zéro (pente trop forte). Pour y =0, on obtient Vxe R*, vx < kx et
, 1 1 .
Six#0, Vx> % donc x> 2 Contradiction.

E8 — Parinégalité des accroissements finis, une fonction continue sur I et dérivable sur I (c’est le cas si elle est de
classe ¢') & dérivée bornée sera lipschitzienne donc uniformément continue. C’est le cas par exemple des
fonctions sin et cos.

m FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX

Il Subdivisions
Définition 2 : Subdivision
On appelle subdivision de [a, b] toute famille finie o = (ag, a1, ..., a,) Telle que
a=ay<a;<---<ap=b

On appelle pas de la subdivision le réel h(o) = _nax 1(ak+1 —ag).
kX Nn—
. L P b-
Lorsque ai:1 — ar Ne depend pas de k, on parle de subdivision réguliere. Alors h(o) = Ta et

b_
Vke[o,n], ax=a+k na.

Une subdivision ¢’ de [a, b] est dite plus fine que o si les points de ¢ sont des points de ¢’ (¢’ contfient
au moins tous les points de a.)

dessin subdivision réguliere
dessin subdivision plus fine

E Fonctions en escalier

Définition 3 : Fonctions en escalier

Une application ¢ : [a,b] — K est dite en escalier si et seulement s’il existe une subdivision
o = (ag,a,...,a,) de [a, b] telle que

Vke[0o,n-1], O azmal est constante.

On dit alors que ¢ est adaptée & ¢.
On note &([a, b)) I'ensemble des fonctions en escalier sur [a, b].

dessin fonction en escalier

Exemple

E9 — Partie entiere.

Remarque

R3 — Si o est adaptée a ¢, toute subdivision plus fine I'est encore.
R4 - Si o et ¢’ sont adaptées & ¢ et y respectivement, on peut construire une subdivision ¢’ plus fine que o et ¢’
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et donc adaptée & ¢ et y simultanément.

Propriété 5 : L'algebre des fonctions en escalier

&(la, b)) est une K-algébre. En particulier, si p,w € &((a, b)) et L e K,

m ¢+weé&(a, bl m pxyeé(la,b])
m Apeé&(la,b])

On a aussi |p| € &([a, b)), et si K =R, inf(p, ). sup(p,y) € E([a, b)).

Démonstration

Facile avec la remargue R2 précédente, les stabilités étant vraies pour les fonctions constantes.
La fonction constante 1 est bien en escalier, &(la, b)) est une sous-algébre de K@, [

Fonctions continues par morceaux

Définition 4 : Fonctions continues par morceaux

Une application f:[a,b] — K est dite continue par morceaux si et seulement s’il existe une subdivision
o = (agy, ai,...,a,) de [a, b] telle que

7

f admet des limites & droite de a; et & gauche de ag.;.

est continue.
ukvak+l[

Vke[o,n-1], {

c’est-a-dire

f|] [ est continue.
Vke[o,n-1], ottt
I

est prolongeable par continuité a [ag, ar,1].

ap, a1 |

On dit alors que o est adaptée & f.
On note €,,([a, b]) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a, b].

Définition 5 : Extension a un intervalle quelconque

f:1— K est dite continue par morceaux (sur I) si sa restriction & tout segment I'est.

dessin

Remarque

R5 — Les fonctions en escalier, les fonctions continues sont continues par morceaux.

R6 — Comme f|]ak.uk+1 est prolongeable par confinuité a [ag, ar,1]. f est bornée et uniformément continue sur

[
lay, ar.1[ (Mais les bornes ne sont pas nécessairement atteintes).

R7 — Lorsque I'on modifie une fonction continue par morceaux en un nombre fini de point, on obtient une nouvelle
fonction continue par morceaux.

R8 — La restriction d’une fonction continue par morceaux |'est encore.
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Propriété 6 : Continue par morceaux sur un segment = bornée

Toute fonction continue par morceaux sur un segment est bornée (mais les bornes ne sont pas néces-
sairement atteintes.)

Démonstration

Comme dans laremarque R2, f est borné sur chague «morceau » donc surle segment cariln’y a qu’un nombre
fini de morceaux.

Propriété 7 : Lalgébre des fonctions continues par morceaux

€m(la, b)) est une K-algébre. En particulier, si f,g € €n(la,bl) et LeR,

m f+geEnla,bl) m [ xgeEyla, bl
m Af e€y(a,bl)

On a aussi |¢| € €n(la, b)), et si K =R, inf(p,y), sup(p,y) € €n(la,b)).

Démonstration

Similaire & &((a, b)).

Théoréme 2 : Approximation uniforme des fonctions continues par des fonctions en escalier

Soient fe<€(la,bl,R) et ¢ >0. ll existe p,w € &([a, b)) tellesque p < f <y ety —-@p<e.

dessin

Démonstration

Par théoreme de Heine, f est uniformément continue sur [a, b]. On a donc i > 0 tel que
Vx,yelabl, |x—y|<n=|fx)-fp)]|<e.

On choisit une subdivision o = (ay, ..., an) de [a,b] de pas h < 7.
Pour fout k€ [0,n-1], f est continue sur [ag, ai. ;] donc y est bornée et les bornes my. et M. sont atteintes en ¢
et di. De plus, | My — my|=|f(dy) - f(ck)| <e car

|di = cx| < age1—ap <h <n.

my Si x€lag, a1l M; Si x€lag, a4l

On définit alors ¢ : x — ety:x— des fonctions en escalier.
flap) six=ay flap) six=ay

my =@x) < f(x) < Mg =y ()

Alors, si x € [a,b[, soit on a k fel que x €lay, ar,1 et { . soit on a k tel que x = gy et

yx) —px)<e

flar) =plap) < flap) < flag) =ylap) |, . .
d’ou le résultat,

ylag) —@lag) <e

Théoréeme 3 : Approximations uniforme des fonctions CPM par des fonctions en escalier

Soient f € €m,(la,bl,R) ef € >0. Il existe p,w e &([a, b)) tellesque p < f <y ety -p<Le.
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Démonstration

Soit o = (ayg, ..., an) de [a,b] adaptée A f.
Chaqgue fl]ak apr| 5€ prolonge par continuité en une fonction f; continue sur [ag, ai,1] : ON A @k, ¥ € E(la, bl)

telles que ¢y < fi <wi et i - <e.

0r(x)  Sixelag,arpiql

ety:x des fonctions en escalier.

(ap) Sl x€lay, [
On DOSeCﬂOI’S(p:x.——»{ H{ ylag XElag, Ag+1

flag) six=ay flap) six=ay

Alors, si x € [a, b[, sOit on a k tel que x €lay, ar, [ et

@) =@ (x) < f(x) = fir ) <ypx) =y (x)
Yy -px)<e

play) = flay) =y(ag)
ylag) —@lag) <€

soit on a k fel que x = a;. et { d’ou le résultat. [

Corollaire 1 : Une version valable pour K =R ou C

Soit f € €m(la,b),K) et e >0. Il existe p € &([a, b)) tel que |f - ¢| <e.

m INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX SUR UN SEG-
MENT

I'.l Intégrale d’une fonction en escalier sur un segment

On définit I'intégrale d’une fonction en escalier comme la sommme des aires algébriques des rectangles formés entre
la courbe et I'axe des abscisses.

Définition 6 : Intégrale d’une fonction en escalier

Soit g e &(la, b)), o = (ay, ..., a,) subdivision adaptée a ¢.
On définit l'intégrale de ¢ sur [a, b] par
n-1
Io(@) = Y (ak+1 — a) Yk
k=0

ou y; est la valeur de ¢ sur Jay, agy1l.

Dessin

Propriété 8 : Indépendance de l'intégrale avec la subdivision

L'infégrale de ¢ € &(la, b)) sur la, bl ne dépend pas de la subdivision o et est nofée Q.
la,D]

Démonstration

n-1

On note Iy (¢) = Y (ajs1 — ax) .

k=0

Si on rajoute un point & o : o' = (ap, ..., aj,x,aji1,..., an).

Iy (@)= Y (ags1 = ap)yk+ (x=—apyj+(aj1 =0y = Y (@1~ apye + (@41 - a)yj = Io(@).
k#j k#j

Ensuite, si o et ¢’ sont adaptées & ¢, on a ¢” plus fine que o et o’, obtenue en ajoutant un nombre fini de points,
donc Iy (@) = Iyn (@) = I (). [
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Remarque
R9 — On obtient en particulier I'intégrale des fonctions constantes.

Propriété 9 : Croissance et linéarité de 'intégrale

Si@,weé&(a, b)) ef LeK,
Croissance SiIK=R et p <v,

f P < f v
[a,b] la,b]

f @+y)=| ¢+ f v
[a,b] [a,b] [a,b]

f A =1| .
[a,b] [a,b]

Linéarité

et

Démonstration
Si o =(ap,...,ay) subdivision adaptée & ¢ et v,
m S <y, surlag,ar . x) <y(x) donc avec la définition f ) @< ) v
[a,b] la,b]

[ ] Focilemen’rf (p+ ):f +f et (A ):Af .
[a,b](p v [a,b](p [a,b]w [a,b] 2 [a,b](p

E Extension aux fonctions continues par morceaux

n Cas réel

Propriété 10

Soit f € €n(la,bl,R). Les ensembles
I*(f)={f @; (peé’([a,b]),q)éf}
[a,b]

et
I'(f) = {f[ b]u/; weé’([a,b]),w>f}

admettent respectivement une borne supérieure et inférieure, égales.

Démonstration

m Existence : 17 (f) et I (f) sont des parties non vides de R vu le théoreme d’approximation.
De plus, f est bornée sur [a,b], donc minorée par m et majorée par M, donc si ¢ < f,

Y <) (ags1 - ak)M:f ) M=M(-a) et I"(f) est majoré par M(b-a).
[a,b] [a,b]
De méme, It (f) est minoré par m(b - a).

Donc supI*(f) et infI~(f) existent.

= supI () <InfT () gy €6la b telles que p< f<v. [ p<

majore I~ (f) donc

w. Comme ¢ est quelconque, (4
la,b] la,b]

sup I (f) éf .
la,b]
Comme c’est vrai pour tout v, sup I~ (f) minore I (f) donc

sup I~ (f) <infI'(f).
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m sup !/~ (f) > infI"(f) : Soit e >0 et g,y e &([a, b)) telles que ¢ < f <y et w— ¢ <&, par croissance et linéarité,

supI‘(f)}f (p>f (w—¢)= u/—f e>infI* (f) - (b-a)e, donc
[a,b] [a,b) [a,b] [a,b]

supI™ (f) = infI" (f) - (b—a)e

et avec e — 0, sup I~ (f) > infI* (f). =

Définition 7 : Intégrale d’une fonction réelle continue par morceaux

Soit f € €m(la,b],R). On définit

f f= sup (f <p) = inf (f 1//).
labl”  gegdab) \Jiabl wegg?bn la,b]
v>

oS

Remarque

R10— f f représente |'aire algébrique entre la courbe et I'axe des abscisses.
la,b]

R11 - Dans le cas d'une fonction f en escdlier, le sup est un max et |'inf est un min, afteints pour ¢ =y =f eton a
donc bien la méme intégrale.

R12 — Par définition, si ¢ et ¢ sont en escalier telles que ¢ < f <w, alors

< < .
f[a,b] i f[a,b] Is b’

H Cas complexe

Définition 8 : Intégrale d’une fonction complexe continue par morceaux

Soit f € €m(la,bl,C). Alors Re f,Im f € €(la, b],R) et on pose

f = Re f + if Jm f
la,b] [a,b] [a,b)

Remarque

R13 - Pordéﬁniﬂon,me(f f): Re f et jm(f f):f Jm f.
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

Propriétés de l'intégrale
n Linéarité

Propriété 11 : Linéarité de I'intégrale

o Emla,b) — K o o
L’application est une forme linéaire, c’est-a-dire que pour toutes

—_—

[a,b]

f (f+g= f+ f g
[a,b] [a,b] [a,b]

f,g€émla, b)) et LeK,
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et

f AfNH=A f-
[a,b] [a,b]

Démonstration

Pour K = R. Pour K = C, il suffit de séparer parties réelle et imaginaire.
m Soit €>0, 1,92, w1,w2 en escalier telles que g1 < f <y, g2 < g < W2, w1 —@1 <&, Y2 —@2 < e. Alors, par linéarité

de l'intégrale des fonctions en escalier et définition de f ) o
la,b]

f (f+g)—f f—f g<f (1//1+1//2)—f ¢1- ¥2
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

<f W1—p1+Y2—¢2)
la,b]

< [ (2e)
la,b]
<2eb-a)

De méme,

(+)—f —f >f (1 + )—f -
f[a,b]f 8 [a,b]f [a,b]g [a,b) ez [a,b]w1 [a,b]u/2

> —f W1-@1+y2—@2)
[a,b]

= - f (2¢)
la,b]

> -2¢e(b-a)

+8) - - <2e(b- uis si —»o,f + :f +f .
f[a,h](f g f[a,b]f f[u,h]g) o 2P ¢ [a,b](f g [a,b]f [a,b]g

[ ] A ):Af
f[a,b]( ! [a,b]f

*x oksiA=0.

Donc

* Casou A>0: Soit e >0, p,w en escalier telles que ¢ < f <y, w—@ < e. Alors Ap < Af < Ay et, par linéarité

de lI'intégrale des fonctions en escalier et définition de f , o
[a,b]

Af)—-A gf Ap)—A =/1f —p) < Ae(b-a).
f[a,b]( D [a,h]f [a,h]( v [a,b](p [u,b](w g) ol @

De méme, f

Af)—A
[a,b]( h

f>=-eb-a). Donc U Af)—-A f‘ga(b—a)e’rsie—m,f (Af):/lf f.
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b] [a,b]

*x Casoli1<0:

0= Af+ (-4 =f )L+f -1 =f Af)—A ,
j[-a,h]( F+EAD) [a,h]( D [a,b]( D [a,b]( D [a,b]f

d’ou le résultat.

Remarque

R14 — On ne change pas l'intégrale si on change la valeur en un nombre fini de points : ff—fg = f(f—g) =0 car
f — g est en escalier nulle en un nombre fini de points.
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H Propriétés liées a I'ordre

Propriété 12 : Positivité, croissance, inégalité triangulaire

Soit f, g € €m(la,b)).
Positivité SIK=R et f >0, f f=o.
Réciproque fausse. “
Croissance SIK=R ef f < g, f< g

la,b] la,b]
Réciproque fausse.

Inégailité triangulaire SiIK=R ou C,

Um,h]f \<fm,,,]lf! <=0 fl

ou [l = Sup |f(0)].

Démonstration
() 0eé&((a, b)) et 0 < f donc par définition 0 =f 0 gf f
[a,b] [a,b]

(i) Sif<g.g-f=0donc ng g-f :/ g- f par linéarité.
[a,b) [a,b] ]

[a,b
(i) i K = R, -|f] < f < |f|] donc par croissance, —f Ifl < f f < f |f| soit
la,b] la,b) la,b]

fm,h] f ‘ < fw] 71, puis | ] <[ f]l oo

Si K = C, soit 6 un argument de f ) f. Alors
la,b]

f f‘ = U f) cat =f (e‘“’f). Comme ce nombre est réel,
[a,b) [a,b] [a,b)
e f -i0 ):f Re [e—if <[ -i0 gf =
/[;,b] f‘ 2( [a,b] G4 [a,b] e(e f) [a,b] ‘e f| [a,b] |f|
Définition 9 : Valeur moyenne

Soit f une fonction continue par morceau sur le segment [a, b] oU a< b.
1

On appelle valeur moyenne de f le nombre 5 f f
— @ J{a,b]

Remarque

R15 — Raisonnable en remarquant que f f représente une somme continue des valeurs prises par f sur [a, b].
la,b]
dessin
Si K = R, on Vvérifie sans mal que

1
inf f < f <su
[a,b]f b-a [a,blf [a,lg]f

Exercice 1:Formule de la moyenne

Montrer que si f est réelle et continue, alors il existe c € [a, b] tel que f(c) = 5 ! p f al
- [a,b]

Les bornes de f sont atfteintes et le théoréme des valeurs infermédiaire nous dit qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

1
flo)= b [a,b]f
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Propriétés liées a I'intervalle

|
Ay

Propriété 13 : Relation de Chasles

Sia<b<c, fe€na,cl), alors f|[a i € €mla,b]) eff|[b i € €m(lb,cl) et

«[[a,c‘] r= f[a,h] I+ f[b,C] !

(abus de notation)

Démonstration

C’est facile & voir pour les fonctions en escalier en utilisant une subdivision contenant b (on peut toujours le
supposer).
Sipe&la,cl) telle que ¢ < f, alors ?|ia,b < fl[a,b] et ?|ibel < fl[b’d donc

S ]
f[a,c](p -/[a,b](p f[b,c](p [a,b]f [b,c]f

par définition de I'intégrale. Comme c’est vrai pour tout ¢ < f, en passant au sup, f <f ) )
[a,c] [a,b] [ c]
En prenant ¢ > f, on obtient de méme I'inégalité dans I'autre sens.

Pour f € 6 (la,bl), on note
b
[r=] 1
[a,b]

[refoefr
o

b b
On note aussi / f:f f(ode.
a a

Propriété 14 : de I'intégrale avec la nouvelle notation

|
v
\

Si I infervalle, a,b € I (non nécessairement ordonnés).

Em — K
0) b  estlinéaire.
ro— s

(i Dans le cas ol K =R. On suppose que f< g.

b b
a a
b b
S ff>f g.
a a

"fl < fublfll

(i A\ Engénéral, siabel et febnul),

c b c
(iv) Sia,b,cEIeTfE%m(I),f fo f+f f
a a b
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Démonstration

Séparerlescasa<b,a>beta=b.

Remarque

R16 — Le (iii) se résume par : il faut remettre les bornes dans le bon sens dans I'intégrale de droite.

ﬂ Cas des fonctions continues

n Intégrale et primitive

I désigne un intervalle de R contenant au moins deux points.

Théoreme 4 : Théoréeme fondamental de I'analyse

X
Si f est continue sur un infervalle I et ael, F:x— f f est I'unique primitive de f qui s’annule en a.
a

Démonstration

Cas K=1R.

F est bien définie pour tout x € I car f est continue sur [g, x].
= X

Soitcel.Six#c, =g Lf f(nde.

xX—c X—CJc

X
Par théoréme des valeurs intermédiaire, on aéx e lx, ¢l telque f(éy) = ﬁf f(®dt (égalité de la moyenne : f
- (4

. 1 25 . .
continue et minf < — f f(ndr < maxf, les bornes étant atteintes).
[x,c] x—clJe [x,c]

Si x — ¢, &x — ¢ donc par confinuité f(¢x) — f(c) D'ou fx-Flo

De plus, on a bien F(a) = 0.

o @ F est dérivable en c et F'(c) = f(c).
Autre méthode : sie >0, onan>0tel que [x—cl <n=|f(x) - f(c)| <e. Alorssi [x—c| <navec x>c,

F(x)-F(co)
B=G

(x—oc)e
=€
xX—c

1 25 1 <
- =[— = == = <
f(c)' 'x_cfc (f(0 f(c))dt‘\x_cfc |f(-fo)de<
etde mémesix<c.

Si K =C, il suffit d’appliquer le raisonnement a Re f et Jm f.

Corollaire 2

() Toute fonction confinue sur un intervalle possede des primitives.
(i Si fe€U,K), F primitive de f surl, a,bel,

b b
f f(de = [F(t)]a = F(b) - F(a)

(iify Si f est de classe €' (la, b)),
X
f=fa+ [ e
a

(iv) Inégalité des accroissements finis : Si f est de classe €' sur [a,b] et f' bornée par k, alors f est k-
lipschitzienne sur [a, b).
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Démonstration

X
(i) x-—»f f(ndt et F—F(a) sont deux primitives de f sur I'intervalle I s’annulant en a, donc sont égales.
a
(i) f primitive de f’.
y
(V) Six<y. |[f)-f|= U f’(t)dt' <k|x-yl.
X

Propriété 15 : Fonction intégrale dépendant de ses bornes

Soient 1, ] intervalles de R, u,v: I — J dérivables, f:]— K continue.

I — K
L'application ¢ : (%) est dérivable sur I et
x — fde

u(x)

Vxel, ¢'(x)=v'(x)fwx)-ux)f(ukx).

Démonstration

Si F primitive de f, ¢ =Fov—Fou.

Exercice 2: CCINP 56

On considére la fonction H définie sur 11, +oo[ par H(x) = fx - li—i.

1. Montrer que H est ¢! sur |1, +oo| et calculer sa dérivée.

2. Montrer que la fonction u définie par u(x) = ﬁ - ﬁ admet une limite finie en x = 1.
3. En utilisant la fonction « de la question 2, calculer la limite en 17 de la fonction H.

1. Soit xo un réel de 11;+ool.
X dt

Posons : ¥V x€]1;+o0[, F(x) = —
xo Int

1 f
o est continue sur 11; +ool.
Donc, d’aprés le théoreme fondamental du calcul intégral, F est dérivable sur 11;+o00[ et V x € ]1; 400,

, 1
Fl(x)= —.

Inx
De plus, V x € ]1;+o0[, H(x) = F(x2) - F(x) et ¥ x €]1;+oo[ ON a [x; x2] c]1; +ool.

On en déduit que H est dérivable sur ]1; +ool.
1 1 -1

De plus, ¥ x €]1; +ool, H'(x) = 2x+ —— — — = 2~
Inx2 Inx Inx

On en déduit que H est de classe ¢! sur ]1;+ool.

2. En posant x =1+ h, u(x) = v(h) avec v(h) = %

Or au voisinage de 0, h—In(1 + h) = 1 h? + o(h?) donc h-In(1 + h) = 2.
Et hIn(1+ ) ~ h? donc v(h) ~ 1.
0 0
Donc lim u(x) = lim v(h) = %
x—1 h—0

x2

dt x
u(t)dt+f —:f u(t)dt+In(x+1). (1)
X x t-1 X
Vv x €]1; +oo[, u est continue sur I'intervalle |x, x2]. u est continue sur 11; +oo[ et admet une limite finie en 1, donc

xZ
3. En ufilisant u, on a H(x) :f

u est prolongeable par continuité en 1.
Notons u; ce prolongement continu sur [1; +ool.

2)

X X
Alors, Vx e ]1;+oo[,f u(t)dt:[ up(nde. (2)

X X x2
On pose alors V x € [1; +oo[, Uj (x) :f up (ndt.

X
Pour les mémes raisons que dans la question 1., U; est dérivable, donc continue, sur [1, +ool.
Donc liml Uip(x)=U;(1)=0.
X—
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2
X
Donc, d'aprés (2), limlf u(ndr = lim1 U (x) =0.
X—1Jx X—

On en déduit, d’aprés (1), que 1im1 H(x) =In2.
X—

n Intégration par parties, changement de variable

Propriété 16 : Intégration par parties

Si u, v sont de classe €' surI, a,bel,

b b
fu(t)v'(t)dt:[u(t)v(t)]Z—f u' (D) de
a

a

Remarque

R17 — En fait, u, v dérivables et v/, v’ continues par morceaux suffit,

Démonstration

(uv)' = u'v+uv' puis intégrer entre a et b.

Exemple

P X
E10 - Equivalent de f(x) =f e’Inrdt en +oo.
1

X xet i Xet X X
fx)=e‘Inx— 7dte’rsm>1,0< 7dt<e —e=o0(e’Inx).
1 1

Propriété 17 : Changement de variables

Si I intervalle, ¢ : [a, ] — I de classe €', f continue sur I,

P (p) B .
f(t)dt=f flow)e¢'(w)du.
¢(a) a

Démonstration

Si F primitive de f, (Fog)' = fop x ¢

Positivité améliorée

Théoréme 5 : Positivité améliorée
Si

H1 f est continue sur (q,b]
H2 f de signe constant sur ce méme segment
alors

b
f =0 f=0surla,b]
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C’est faux si f est seulement continue par morceaux.
En particulier, si a < b, et si

H1 f continue sur [a, b

H2 f >0 sur[a,b]

b
alors f f>o.
a

Démonstration

b
Sif=o0, f f=0.
a
Réciproquement, quitte & changer f en - f et/ou échanger a et b, on suppose f >0 et a< b.

1re méthode Si on a xg €la, b[ tel que f(xg) > 0, alors par continuité, on peut trouver n >0 tel que si x € [xo — 1, x0 + 7],
x€la,b] et f(x) > @ dessin.

o b Xo+1 f(xo)
Alors, par positivité et par Chasles, f f 2] fz= 21;7 > 0.
a (Vit/}

X
Donc f=0sur la, bl et par continuité sur [a, b].
X
2e méthode Comme f est continue, le théoréme fondamental nous dit que F: x ~f f(®)dx est I'unique primi-
a

five de f qui s’annule en a. Mais F' = f > 0 donc F est croissante sur [a,b] et comme F(a) = F(b) = 0, F est
constamment nulle sur [a, b] et f = F' également.

Propriété 18 : Inégalité de Cauchy-Schwarz

Sia<bet f,ge€(a blR),

([ <[ 2] ¢

avec égalité si et seulement si (f, g) est liee.

Remarque

R18 — Inégalité encore vraie pour les fonctions continues par morceaux, mais le cas d’égalité n’est plus valable.

Démonstration : Trés trés trés classique!

b
Pour fout 1€ R, f (f +Ag)? >0 par positivité.
a

Donc, par linéarité,
b b b
([ #)([] reas( [, 7)o
a a a

b b
ff2)>0donc(ovec/1—»ioo)(f fg):Oe’rilyoégoli’réO:O.
a

a

b b
" Sif g2=0,V1eR, z(f fg)/1+
a a

b
mSi f g% #0, c’est un trinéme du second degré de signe constant, donc son discriminant réduit est négatif,
a

b \2 b b
ovecA’:(f fg) —f fzf g%
a a a
IIl'y a bien égalité si (f, g) liee.

b b
S’ily a égalité et g £ 0, alors par continuité, f g2 #0et A’ =0 donc on aun A tel que f (f +1g)*> > 0. Comme
a a
(f +Ag)? est continue de signe constant, (f +A1g)2 =0 donc f =-Ag donc (f, g) liée.
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H Cas des fonctions paires, impaires, périodiques

Propriété 19 : Intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

a a
m Si f est une fonction paire et continue par morceaux sur I, a€ I, alors f f=2 f f
—-a 0
a
m Si f est une fonction impaire et continue par morceaux sur I, a€ I, alors f f=o.
—a

a+T T
m Si f est une fonction T-périodique et continue par morceaux sur R, a€ R, alors f 7= f f.
a 0

Démonstration

a 0 a
Pour les deux premiéres, il suffit d’écrire que f fode = f f(t)dt+f f(rydr et de faire un changement de
- - 0
variable x = —r dans la premiére. ¢ “
a+T

a+T 0 T
Pour la froisieme, il suffit d’écrire quef f(t)dtzf f(t)dt+f f(t)dt+f f(r)dt et de faire un changement
a a 0 T
de variable x = x— T dans la derniére.

m SOMMES DE RIEMANN
Définition 10 : Sommes de Riemann

Soit f € €m(la, b)), o = (ap,...,a,) subdivision quelconque de [a,b] et pour ke [0,n—1], & € [ag, ag+1]. ON
appelle somme de Riemann associée a f, o et (&)«

n-1

S(f,0,8) = Y (a1 — ar) f(Ep)
k=0

Dessin

Théoréme 6 : Convergence des sommes de Riemann

Soit f € €n(la,b)).
() h(o) désignant le pas de o,

b
S(,0.8 7— fa f.
(i Si, de plus, f est K-lipschitzienne,
b
‘S(f,a,i)—f fI < K- a)h(o).
a

Démonstration

On fait la démonstration dans le cas ou f est continue sur [a, b]. Elle y est donc uniformément continue en vertu
du théoréme de Heine.
n €
Soit £ >0, on an>0tel que |x-y| <n=|fx) - f)]| < —
n-1
Soit S(f,0,8) = Y (agy1 - ar) f(&) une somme de Riemann sur une subdivision ¢ de pas h < n.

n=l rag.
> [ (10 - 7o) ax

k=0 4k

‘S(f,a,f)—f:f' =

n-1 Ak+1
Y (@ -apren- [ f)’ -
k=0 ai

n=1 rap.
<)Y |[fER) - f0)] dx
k=0Yak

INTEGRATION - PAGE 19 SUR 23



HTTPS://MP2I.LECONTEDELISLE.RE r;',.i?

LvyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION |
EEE

par inégalité triangulaire. Pour x, &y € [ag, ag41]. [Ex — x| < |agr1 —ar| < h<mdonc |fEp) - f)]| < — A|n3|

‘S(f,a,f) ' Z(“kﬂ—“k)b _=¢

On a démontré que
b
Ye>0, 3n>0, Vo,¢, h(a)gn:'S(f,U,{)—f f'ge.
a

Si f est K-lipschitzienne (c’est le cas si f est ¢! par exemple), le calcul est plus simple :

b n=1 rag. n=l rag
‘S(f,o,f)—f f'< Zf |fE - f|dx<K ) ¢k — x| dx
a k=07 %k k=04

n-1
<Kh(0) Y (ag41 — ag) = Kho)(b—a)
k=0

ce qui permet aussi de retrouver le résultat précédent.

Remarque

R19 — Les sommes de Riemann peuvent servir & approcher numériquement des intégrales : méthode des rec-
tfangles & gauche pour & = a;, méthode des rectangles & droite pour & = ag41. Méthode du point milieu
ar t+ g1
5 .
On obtient aussi, pour une fonction K-lipschitzienne, la convergence en h (mais on peut faire mieux pour le

point milieu : 12).

pour & =

Corollaire 3 : Enoncé du programme

Si f est continue par morceaux sur [a,bl, a< b,

b—al

e ==l

En particulier, sia=0 et b=1, f € €,,(10,11]),

S s [ s

ni=o

Démonstration

Rectangles & gauche, subdivision réguliere.

Remarque

R20 — A cause du % ajouter ou enlever un nombre fini de termes dans la somme ne change pas sa limite.

1n—10un—20un+12
F M P f I
k=0oulou25

Exemple
2n-1
1 1
Fil= B Y, ===
jm 22
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m CALCUL DE PRIMITIVES ET D’ INTEGRALES

Réviser le chapitre de début d’année.

m FORMULES DE TAYLOR

Définition 11 : Développement et reste de Taylor

Si f est n fois dérivable en a, son développement de Taylor en a & I'ordre n est

(n)
Tn(x)zf(a)+f,(a)(x_a)+, f (a)

( - a) )
et le reste de Taylorde fenadl'ordre nest R, = f—-T, (felque f=T,+Ry;).
On sait déja que si f est polynomiale de degré d, pourtfout n>d+1, R, =0.

On va chercher & :
m exprimer globalement R, : c’est la formule de Taylor avec reste intégral,
m majorer globalement R, : c’est I'inégalité de Taylor-Lagrange,
m dominer localement R, : c’est la formule de Taylor-Young.

Il Formule de Taylor avec reste intégral

Propriété 20 : Formule de Taylor avec reste intégral

Soit f:1—K ftelle que f est de classe €"*' sur I, ac 1. Pour tout xe 1,

Rn()-f G0 cnen gy 4y

ie

(n) %
f@ = f@+ f@=a o+ LD [TEZD by,
: a

A connaitre parfaitement !

Démonstration

Par récurrence sur n. .
m Sin=0, feg ), pourtout xel, f(x) :f(a)+f f(ndr.
a

m Sic’estvrai pourun n>0, fe € 2(I), par hypoth&se de récurrence, si xe I,

(n) X (y— 1
FO=f@+f@—a)+ -+ %(x—a)'ﬂ—f %f”’“)(t)dt.
S a S

_ pn+l
Par intégration par parties, "+ et r— —% étant de classe €1,
x(x (x—t)"+1 x x(x_t)ﬂ+1
_ (n+1) _ (n+1) (n+2)
Ry (%) fa f (ndr= TS FrtD (g a+fa R FU*2 (pdr

_a=—a™ fx =" ez

= Twmrnr @t T L @d
ce qui établit la récurrence. [ |
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E Inégalité de Taylor-Lagrange
Propriété 21 : Inégalité de Taylor-Lagrange
Soit f:1—K telle que f est de classe €"*' sur I, ac 1. Pour tout xe 1,

(n)
0]

|x—a|”+1

(n+1)
su (0)].
(n+1)! te[agc]lf |

~

[Ry (x)] = ‘f(x)—(f(a)+...+

A connaitre parfaitement !
Mais c’est plus facile, ilny a que du n+1.
Démonstration

m Oksix=a.
m Si x> a, par Taylor reste intégral, les bornes étant dans le bon sens,

X
f (x— f(n+1)(t)dt‘ f
a a

gfxu‘f(nﬂ)(t)‘dt

a n!

(x—

IRy ()] = f("“)(t) dt

Comme "D est continue sur le segment [a,x], sup ) for+D (t)‘ existe et, tout étant positif et les bornes dans
tela,x]
le bon sens toujours,

IRn(x)I<fx( x= D% )f("”)‘dt— sup |f(”+1) (n+1)|

n! [a x] la,x]

x _nn _ n+l
f ot} dt= =) sup | f
a n! (n+1)! [a,x]

m Six<a,

(x—0"

R ()] = :
n:

X _\n
f %f('“—l)([)dt' <

a

<fa u ‘f(n+l)(t ‘dl’
x

fj

f(n+1) (t)‘ d[‘

n!
—x)n _ \htl
< s |f(n+1)u E=g® . e sup f(n+1)|.
[x,al x (n+1)! [x,al
Exercice 3 : Série exponentielle

+00 Zk
En utilisant f: ¢ €[0,1] — e’?, montrer que pour tout z€ C, e? = =

k=0
f est de classe € sur [0,1], pour tout r, £ (0) = 2.
L'inégalité de Taylor-Lagrange nous dit alors que pour tout ¢ € [0,1],

f(l)— Z a- 0) f(k)(o) _ i zk < (‘f(n+l)(t)‘)
= K f=o K| = (n+1)! telo 1]

Or,si te[0,1], )f(”“)(t)‘ = |21t let?| = g1+l ! Re(@ g+l et Re(d) ¢ |z|"+1max(1,eme(z)] = M(2) (indépendant de ¢).

n k M
Donc eZ—Zz— < R
=0 k! (n+1)! n—+oo
+00 zk
Donc e* = —.
k=0 K

Exercice 4 : formule de Taylor-Lagrange

Si f est de classe ¢"*V sur I, a,be I, on a c€la, bl tel que

", f(n+1) (©

n+1)! (b-a)"*.

fb)=f@+f(@b-a)+-+

(n)
f n'(a) (b
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On applique n fois le théoréme de Rolle &

(n)
D) — FO) — A (D) — oo A A 4l
ex)=fb) - fxX)-f x)Db-x) - (b-x) (n+1)!(b a)

avec A tel que ¢(a) =0.

Formule de Taylor-Young

Propriété 22 : Formule de Taylor-Young

Soit f:1— K felle que f est de classe €" sur 1, acl.

Ry = o (x-a)")

(n)
. ()
n!

f=f@+f@x-a)+--- x-a)"+ o (x-a)").

Remarque
R21 — En fait, f de classe €"~! et n fois dérivable en a suffit,

R22 - Si f est de classe €"**1, on a le résultat plus fort

f(n) (@)

n!

fO=fa+fl@x-—a)+ -+ (x—a)”+x9a((x—a)n+l).

Démonstration

Voir chapitre analyse asymptotique (primitivation de développements limités). |
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