
26
Intégration

Extrait du programme officiel :
Cette section a pour principal objectif de définir l’intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment et d’en établir

les propriétés principales. Elle offre l’occasion de revenir sur les techniques de calcul intégral, mais aussi de traiter des exercices d’esprit
plus théorique.

Les méthodes de calcul approché d’intégrales donnent l’occasion de revenir sur la problématique de l’approximation. On pourra
ainsi comparer les performances de la méthode des rectangles et de celle des trapèzes.

La notion de continuité uniforme est introduite uniquement en vue de la construction de l’intégrale. L’étude systématique des
fonctions uniformément continues n’est pas un attendu du programme.

Le corps K est pris égal à R ou C. Le professeur peut soit se placer d’emblée dans le cadre des fonctions à valeurs complexes,
soit traiter en premier lieu le cas réel avant de procéder à une brève extension.

CONTENUS CAPACITÉS & COMMENTAIRES

a) Continuité uniforme

Continuité uniforme. Exemple des fonctions lipschitziennes.
Théorème de Heine. La démonstration n’est pas exigible.

b) Fonctions continues par morceaux

Subdivision d’un segment, pas d’une subdivision.
Fonction en escalier, fonction continue par morceaux. Les fonctions sont définies sur un segment et à valeurs dans K.

Structure de sous-espace vectoriel et de sous-anneau de l’en-
semble des fonctions continues par morceaux sur un segment à
valeurs dans K.

c) Intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment

Intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment
à valeurs dans K.

Le programme n’impose pas de construction particulière. Inter-
prétation géométrique de l’intégrale.

Notations
∫

[a,b]
f ,

∫b

a
f ,

∫b

a
f (t )dt .

Linéarité, positivité et croissance de l’intégrale.

Inégalité triangulaire intégrale :
∣∣∣∣∫

[a,b]
f

∣∣∣∣⩽∫
[a,b]

| f |.

Relation de Chasles. Extension de la notation
∫b

a
f (t )dt au cas où b ⩽ a.

Propriétés correspondantes.
Si f est continue, à valeurs dans R+ et si

∫
[a,b]

f = 0, alors f = 0.
Intégrale d’une fonction paire ou impaire sur un segment cen-
tré en 0. Intégrale d’une fonction périodique sur un intervalle de
période.

Valeur moyenne d’une fonction continue par morceaux sur un
segment.

d) Sommes de Riemann

Pour f continue par morceaux sur le segment [a,b],

b −a

n

n−1∑
k=0

f

(
a +k

b −a

n

)
−−−−−−→
n→+∞

∫b

a
f (t ) dt .

Interprétation géométrique.
Démonstration exigible pour f lipschitzienne.

e) Lien entre intégrale et primitive

Dérivation de x 7→
∫x

a
f (t ) dt pour f continue.

Toute fonction continue sur un intervalle possède des primitives.
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CONTENUS CAPACITÉS & COMMENTAIRES
f) Formules de Taylor globales

Formule de Taylor avec reste intégral et inégalité de Taylor-
Lagrange.

L’égalité de Taylor-Lagrange est hors programme.
On souligne la différence de nature entre la formule de Taylor-
Young (locale) et les formules de Taylor globales.
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K désigne R ou C. a,b sont des réels tels que a < b.

I CONTINUITÉ UNIFORME
La continuité dont on a parlé jusqu’à maintenant était une propriété locale : au voisinage d’un point a, si je me

reproche de a, alors mon image par f se rapproche de f (a), ce qui s’écrit formellement :

∀a ∈ I , ∀ε> 0, ∃η> 0, ∀x ∈ I , |x −a|⩽ η=⇒ ∣∣ f (x)− f (a)
∣∣⩽ ε

(Traduction de f continue sur I .)
Pour formaliser la notion d’intégrale, nous aurons besoin d’une continuité plus forte, globale : on va imposer que le

η ne dépende pas de a.

INTÉGRATION - PAGE 3 SUR 23



LYCÉE LECONTE DE LISLE – LA RÉUNION https://mp2i.lecontedelisle.re

Définition 1 : Uniforme continuité
Soit f : I →K. On dit que f est uniformément continue sur I si

∀ε> 0, ∃η> 0, ∀x, y ∈ I ,
∣∣x − y

∣∣⩽ η=⇒ ∣∣ f (x)− f (y)
∣∣⩽ ε

Cela impose que si x et y sont suffisamment proches, mais n’importe où dans I , alors f (x) et f (y) sont proches
également.

Ainsi, pour des fonctions à trop grandes variations, on pourra ne pas avoir uniforme continuité.

Propriété 1 : Uniformément continue×=⇒ continue

Une fonction uniformément continue sur I est continue sur I .
Réciproque fausse.

Démonstration

Si
∀ε> 0, ∃η> 0, ∀a, x ∈ I , |x −a|⩽ η=⇒ ∣∣ f (x)− f (a)

∣∣⩽ ε

alors
∀a ∈ I , ∀ε> 0, ∃η> 0, ∀x ∈ I , |x −a|⩽ η=⇒ ∣∣ f (x)− f (a)

∣∣⩽ ε. ■

Propriété 2 : Caractérisation séquentielle

f est uniformément continue sur I si et seulement si ∀ (xn)n , (yn)n ∈ IN,

xn − yn −−−−−→
n→+∞ 0 =⇒ f (xn)− f (yn) −−−−−→

n→+∞ 0.

Démonstration

(⇒) Si f uniformément continue et xn − yn −−−−−→
n→+∞ 0 et ε> 0.

On a η > 0 tel que ∀ x, y ∈ I ,
∣∣x − y

∣∣ ⩽ η =⇒ ∣∣ f (x)− f (y)
∣∣ ⩽ ε or on a N ∈ N tel que ∀ n ⩾ N , xn − yn ⩽ η, ainsi

∀n ⩾ N , f (xn )− f (yn )⩽ ε et donc f (xn )− f (yn ) −−−−−→
n→+∞ 0.

(⇐) Par contraposée, si f n’est pas uniformément continue, on a ε> 0 tel que

∀η> 0, ∃ x, y ∈ I ,
∣∣x − y

∣∣⩽ η et
∣∣ f (x)− f (y)

∣∣> ε.

Soit n ∈ N et η = 1

n +1
, on a xn , yn des réels tels que

∣∣an − yn
∣∣ ⩽ 1

n +1
et

∣∣ f (xn )− f (yn )
∣∣ > ε. Ainsi, xn − yn → 0 et

f (xn )− f (yn ) 6→ 0. ■

Propriété 3 : Stabilité

Une combinaison linéaire, une composée de fonctions uniformément continue l’est encore.

" Faux pour un produit ou un quotient.

Exemple
E 1 – Les fonctions constantes, x 7→ x sont uniformément continues.
E 2 – f : x 7→ ax +b est uniformément continue sur R.
E 3 – f : x 7→ |x| est uniformément continue sur R.
E 4 – f : x 7→ x2 n’est pas uniformément continue surR : problème si x →±∞ (pente trop forte). xn = n+ 1

n , yn = n alors
xn − yn = 1

n → 0 mais x2
n − y2

n = 2+ 1
n2 6→ 0.

E 5 – f : x 7→ 1
x n’est pas uniformément continue sur R∗+ problème si x → 0 (pente trop forte).

xn = 2
n , yn = 1

n alors xn − yn = 1
n → 0 mais 1

xn
− 1

yn
=−n

2 6→ 0.
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E 6 – f : x 7→ p
x est uniformément continue sur R (malgré la pente infinie en 0) : si xn − yn → 0, on peut supposer

xn ⩾ yn , alors (p
xn −p

yn
)2 = xn −2

p
xn yn + yn ⩽ xn −2yn + yn = xn − yn → 0.

Donc
∣∣pxn −p

yn

∣∣⩽√∣∣xn − yn
∣∣. Donc p

xn −p
yn → 0.

Remarque

R 1 – La fonction p· vérifie
∀x, y,

p
x −p

y ⩽ k × ∣∣x − y
∣∣1/2 .

On dit qu’elle est 1/2-hölderienne.
Toute fonction α-hölderienne est facilement uniformément continue.

Théorème 1 : de Heine
Tout fonction continue sur un segment est uniformément continue sur ce segment.

Démonstration

Si f : [a,b] →K continue non uniformément continue, on a ϵ> 0 et (xn )n , (yn )n ∈ [a,b]N telles que xn − yn −−−−−→
n→+∞ 0

et pour tout n, f (xn )− f (yn ) > ε. (voir preuve de la caractérisation séquentielle).
D’après le théorèmede Bolzano-Weierstrass, on peut extraire de la suite bornée x une suite convergente

(
xφ(n)

)
n ,

puis de la suite bornée
(
yφ(n)

)
n une suite convergente

(
yφ◦ψ(n)

)
n . Alors

(
xφ◦ψ(n)

)
n est aussi convergente comme suite

extraite de
(
xφ(n)

)
n et xφ◦ψ(n) − yφ◦ψ(n) → 0 donc les deux limites sont égales à ℓ.

Alors, par continuité, f
(
xφ◦ψ(n)

)→ f (ℓ) et f
(
yφ◦ψ(n)

)→ f (ℓ) donc

f
(
xφ◦ψ(n)

)− f
(
yφ◦ψ(n)

)→ 0

ce qui contredit f
(
xφ◦ψ(n)

)− f
(
yφ◦ψ(n)

)> ε. ■

Propriété 4 : Lipschitzienne ×=⇒ uniformément continue

Toute fonction lipschitzienne (ou plus généralement hölderienne) sur I est uniformément continue sur
I .

La réciproque est fausse.

Remarque
R 2 –

f lipschitzienne ×=⇒ f uniformément continue ×=⇒ f continue.
Plus précisément :

f lipschitzienne ×⇒ f höldérienne ×⇒ f uniformément continue ×⇒ f continue.

Démonstration

∀x, y ∈ I ,
∣∣ f (x)− f (y)

∣∣⩽ k
∣∣x − y

∣∣α (α= 1 si lipschitzienne).
Donc si xn − yn → 0, f (xn )− f (yn ) → 0. ■
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Exemple

E 7 – p· est uniformément continue mais pas lipschitzienne car si

∀x, y ∈R+,
∣∣px −p

y
∣∣⩽ k

∣∣x − y
∣∣

avec k > 0, on va avoir un problème près de zéro (pente trop forte). Pour y = 0, on obtient ∀x ∈R+,
p

x ⩽ kx et
si x 6= 0, px ⩾ 1

k
donc x ⩾ 1

k2
. Contradiction.

E 8 – Par inégalité des accroissements finis, une fonction continue sur I et dérivable sur I̊ (c’est le cas si elle est de
classe C 1) à dérivée bornée sera lipschitzienne donc uniformément continue. C’est le cas par exemple des
fonctions sin et cos.

II FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX

1 Subdivisions

Définition 2 : Subdivision
On appelle subdivision de [a,b] toute famille finie σ= (a0, a1, . . . , an) telle que

a = a0 < a1 < ·· · < an = b

On appelle pas de la subdivision le réel h(σ) = max
0⩽k⩽n−1

(ak+1 −ak ).

Lorsque ak+1 − ak ne dépend pas de k, on parle de subdivision régulière. Alors h(σ) = b −a

n
et

∀k ∈ J0,nK, ak = a +k
b −a

n
.

Une subdivision σ′ de [a,b] est dite plus fine que σ si les points de σ sont des points de σ′ (σ′ contient
au moins tous les points de σ.)

dessin subdivision régulière
dessin subdivision plus fine

2 Fonctions en escalier

Définition 3 : Fonctions en escalier
Une application φ : [a,b] → K est dite en escalier si et seulement s’il existe une subdivision

σ= (a0, a1, . . . , an) de [a,b] telle que

∀k ∈ J0,n −1K, φ∣∣]ak ,ak+1[
est constante.

On dit alors que σ est adaptée à φ.
On note E ([a,b]) l’ensemble des fonctions en escalier sur [a,b].

dessin fonction en escalier

Exemple

E 9 – Partie entière.

Remarque
R 3 – Si σ est adaptée à φ, toute subdivision plus fine l’est encore.
R 4 – Si σ et σ′ sont adaptées à φ et ψ respectivement, on peut construire une subdivision σ′′ plus fine que σ et σ′
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et donc adaptée à φ et ψ simultanément.

Propriété 5 : L’algèbre des fonctions en escalier

E ([a,b]) est une K-algèbre. En particulier, si φ,ψ ∈ E ([a,b]) et λ ∈K,

■ φ+ψ ∈ E ([a,b])
■ λφ ∈ E ([a,b])

■ φ×ψ ∈ E ([a,b])

On a aussi
∣∣φ∣∣ ∈ E ([a,b]), et si K=R, inf(φ,ψ), sup(φ,ψ) ∈ E ([a,b]).

Démonstration

Facile avec la remarque R2 précédente, les stabilités étant vraies pour les fonctions constantes.
La fonction constante 1 est bien en escalier, E ([a,b]) est une sous-algèbre de K[a,b]. ■

3 Fonctions continues par morceaux

Définition 4 : Fonctions continues par morceaux

Une application f : [a,b] →K est dite continue par morceaux si et seulement s’il existe une subdivision
σ= (a0, a1, . . . , an) de [a,b] telle que

∀k ∈ J0,n −1K,

 f∣∣]ak ,ak+1[
est continue.

f admet des limites à droite de ak et à gauche de ak+1.

c’est-à-dire

∀k ∈ J0,n −1K,


f∣∣]ak ,ak+1[

est continue.

f∣∣]ak ,ak+1[
est prolongeable par continuité à [ak , ak+1].

On dit alors que σ est adaptée à f .
On note Cm([a,b]) l’ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a,b].

Définition 5 : Extension à un intervalle quelconque

f : I →K est dite continue par morceaux (sur I ) si sa restriction à tout segment l’est.

dessin

Remarque
R 5 – Les fonctions en escalier, les fonctions continues sont continues par morceaux.
R 6 – Comme f∣∣]ak ,ak+1[ est prolongeable par continuité à

[
ak , ak+1

]
, f est bornée et uniformément continue sur

]ak , ak+1[ (mais les bornes ne sont pas nécessairement atteintes).
R 7 – Lorsque l’onmodifie une fonction continue parmorceaux en un nombre fini de point, on obtient une nouvelle

fonction continue par morceaux.
R 8 – La restriction d’une fonction continue par morceaux l’est encore.
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Propriété 6 : Continue par morceaux sur un segment ⇒ bornée

Toute fonction continue par morceaux sur un segment est bornée (mais les bornes ne sont pas néces-
sairement atteintes.)

Démonstration

Commedans la remarque R2, f est borné sur chaque «morceau » donc sur le segment car il n’y a qu’un nombre
fini de morceaux. ■

Propriété 7 : L’algèbre des fonctions continues par morceaux

Cm([a,b]) est une K-algèbre. En particulier, si f , g ∈Cm([a,b]) et λ ∈R,

■ f + g ∈Cm([a,b])
■ λ f ∈Cm([a,b])

■ f × g ∈Cm([a,b])

On a aussi
∣∣φ∣∣ ∈Cm([a,b]), et si K=R, inf(φ,ψ), sup(φ,ψ) ∈Cm([a,b]).

Démonstration

Similaire à E ([a,b]). ■

Théorème 2 : Approximation uniforme des fonctions continues par des fonctions en escalier

Soient f ∈C ([a,b],R) et ε> 0. Il existe φ,ψ ∈ E ([a,b]) telles que φ⩽ f ⩽ψ et ψ−φ⩽ ε.

dessin

Démonstration

Par théorème de Heine, f est uniformément continue sur [a,b]. On a donc η> 0 tel que

∀x, y ∈ [a,b],
∣∣x − y

∣∣⩽ η=⇒ ∣∣ f (x)− f (y)
∣∣⩽ ε.

On choisit une subdivision σ= (a0, . . . , an ) de [a,b] de pas h ⩽ η.
Pour tout k ∈ J0,n −1K, f est continue sur [ak , ak+1] donc y est bornée et les bornes mk et Mk sont atteintes en ck

et dk . De plus,
∣∣Mk −mk

∣∣= ∣∣ f (dk )− f (ck )
∣∣⩽ ε car∣∣dk − ck

∣∣⩽ ak+1 −ak ⩽ h ⩽ η.

On définit alors φ : x 7→
 mk si x ∈]ak , ak+1[

f (ak ) si x = ak

et ψ : x 7→
 Mk si x ∈]ak , ak+1[

f (ak ) si x = ak

des fonctions en escalier.

Alors, si x ∈ [a,b[, soit on a k tel que x ∈]ak , ak+1[ et

 mk =φ(x)⩽ f (x)⩽ Mk =ψ(x)

ψ(x)−φ(x)⩽ ε
, soit on a k tel que x = ak et

 f (ak ) =φ(ak )⩽ f (ak )⩽ f (ak ) =ψ(ak )

ψ(ak )−φ(ak )⩽ ε
d’où le résultat. ■

Théorème 3 : Approximations uniforme des fonctions CPM par des fonctions en escalier

Soient f ∈Cm([a,b],R) et ε> 0. Il existe φ,ψ ∈ E ([a,b]) telles que φ⩽ f ⩽ψ et ψ−φ⩽ ε.
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Démonstration

Soit σ= (a0, . . . , an ) de [a,b] adaptée à f .
Chaque f∣∣]ak ,ak+1[ se prolonge par continuité en une fonction fk continue sur [ak , ak+1] : on a φk ,ψk ∈ E ([a,b])

telles que φk ⩽ fk ⩽ψk et ψk −φk ⩽ ε.

On pose alors φ : x 7→
 φk (x) si x ∈]ak , ak+1[

f (ak ) si x = ak

et ψ : x 7→
 ψ(ak ) si x ∈]ak , ak+1[

f (ak ) si x = ak

des fonctions en escalier.

Alors, si x ∈ [a,b[, soit on a k tel que x ∈]ak , ak+1[ et φ(x) =φk (x)⩽ f (x) = fk (x)⩽ψk (x) =ψ(x)

ψ(x)−φ(x)⩽ ε

soit on a k tel que x = ak et

 φ(ak ) = f (ak ) =ψ(ak )

ψ(ak )−φ(ak )⩽ ε
d’où le résultat. ■

Corollaire 1 : Une version valable pour K=R ou C

Soit f ∈Cm([a,b],K) et ε> 0. Il existe φ ∈ E ([a,b]) tel que
∣∣ f −φ

∣∣⩽ ε.

III INTÉGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX SUR UN SEG-
MENT

1 Intégrale d’une fonction en escalier sur un segment
On définit l’intégrale d’une fonction en escalier comme la somme des aires algébriques des rectangles formés entre

la courbe et l’axe des abscisses.

Définition 6 : Intégrale d’une fonction en escalier

Soit φ ∈ E ([a,b]), σ= (a0, . . . , an) subdivision adaptée à φ.
On définit l’intégrale de φ sur [a,b] par

Iσ(φ) =
n−1∑
k=0

(ak+1 −ak )yk

où yk est la valeur de φ sur ]ak , ak+1[.

Dessin

Propriété 8 : Indépendance de l’intégrale avec la subdivision

L’intégrale de φ ∈ E ([a,b]) sur [a,b] ne dépend pas de la subdivision σ et est notée
∫

[a,b]
φ.

Démonstration

On note Iσ(φ) =
n−1∑
k=0

(ak+1 −ak )yk .

Si on rajoute un point à σ : σ′ = (a0, . . . , a j , x, a j+1, . . . , an ),

Iσ′ (φ) = ∑
k 6= j

(ak+1 −ak )yk + (x −a j )y j + (a j+1 −x)y j =
∑

k 6= j
(ak+1 −ak )yk + (a j+1 −a j )y j = Iσ(φ).

Ensuite, si σ et σ′ sont adaptées à φ, on a σ′′ plus fine que σ et σ′, obtenue en ajoutant un nombre fini de points,
donc Iσ(φ) = Iσ′′ (φ) = Iσ′ (φ). ■
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Remarque

R 9 – On obtient en particulier l’intégrale des fonctions constantes.

Propriété 9 : Croissance et linéarité de l’intégrale

Si φ,ψ ∈ E ([a,b]) et λ ∈K,
Croissance Si K=R et φ⩽ψ, ∫

[a,b]
φ⩽

∫
[a,b]

ψ.

Linéarité ∫
[a,b]

(φ+ψ) =
∫

[a,b]
φ+

∫
[a,b]

ψ

et ∫
[a,b]

(λφ) =λ

∫
[a,b]

φ.

Démonstration

Si σ= (a0, . . . , an ) subdivision adaptée à φ et ψ,
■ Si φ⩽ψ, sur ]ak , ak+1[, φ(x)⩽ψ(x) donc avec la définition

∫
[a,b]

φ⩽
∫

[a,b]
ψ .

■ Facilement
∫

[a,b]
(φ+ψ) =

∫
[a,b]

φ+
∫

[a,b]
ψ et

∫
[a,b]

(λφ) =λ

∫
[a,b]

φ. ■

2 Extension aux fonctions continues par morceaux

a Cas réel

Propriété 10

Soit f ∈Cm([a,b],R). Les ensembles

I−( f ) =
{∫

[a,b]
φ ; φ ∈ E ([a,b]),φ⩽ f

}
et

I+( f ) =
{∫

[a,b]
ψ ; ψ ∈ E ([a,b]),ψ⩾ f

}
admettent respectivement une borne supérieure et inférieure, égales.

Démonstration

■ Existence : I−( f ) et I+( f ) sont des parties non vides de R vu le théorème d’approximation.
De plus, f est bornée sur [a,b], donc minorée par m et majorée par M , donc si φ ⩽ f ,∫

[a,b]
φ⩽

∑
(ak+1 −ak )M =

∫
[a,b]

M = M(b −a) ,et I−( f ) est majoré par M(b −a).

De même, I+( f ) est minoré par m(b −a).
Donc sup I+( f ) et inf I−( f ) existent.

■ sup I−( f ) ⩽ inf I+( f ) : si φ,ψ ∈ E ([a,b]) telles que φ⩽ f ⩽ψ,
∫

[a,b]
φ⩽

∫
[a,b]

ψ. Comme φ est quelconque,
∫

[a,b]
ψ

majore I−( f ) donc
sup I−( f )⩽

∫
[a,b]

ψ.

Comme c’est vrai pour tout ψ, sup I−( f ) minore I+( f ) donc

sup I−( f )⩽ inf I+( f ).
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■ sup I−( f )⩾ inf I+( f ) : Soit ε> 0 et φ,ψ ∈ E ([a,b]) telles que φ⩽ f ⩽ψ et ψ−φ⩽ ε, par croissance et linéarité,
sup I−( f )⩾

∫
[a,b]

φ⩾
∫

[a,b]
(ψ−ε) =

∫
[a,b]

ψ−
∫

[a,b]
ε⩾ inf I+( f )− (b −a)ε, donc

sup I−( f )⩾ inf I+( f )− (b −a)ε

et avec ε→ 0, sup I−( f )⩾ inf I+( f ). ■

Définition 7 : Intégrale d’une fonction réelle continue par morceaux

Soit f ∈Cm([a,b],R). On définit∫
[a,b]

f = sup
φ∈E ([a,b])

φ⩽ f

(∫
[a,b]

φ

)
= inf

ψ∈E ([a,b])
ψ⩾ f

(∫
[a,b]

ψ

)
.

Remarque

R 10 –
∫

[a,b]
f représente l’aire algébrique entre la courbe et l’axe des abscisses.

R 11 – Dans le cas d’une fonction f en escalier, le sup est un max et l’inf est un min, atteints pour φ =ψ = f et on a
donc bien la même intégrale.

R 12 – Par définition, si φ et ψ sont en escalier telles que φ⩽ f ⩽ψ, alors∫
[a,b]

φ⩽
∫

[a,b]
f ⩽

∫
[a,b]

ψ.

b Cas complexe

Définition 8 : Intégrale d’une fonction complexe continue par morceaux

Soit f ∈Cm([a,b],C). Alors Re f ,Im f ∈Cm([a,b],R) et on pose∫
[a,b]

f =
∫

[a,b]
Re f + i

∫
[a,b]

Im f

Remarque

R 13 – Par définition, Re

(∫
[a,b]

f

)
=

∫
[a,b]

Re f et Im
(∫

[a,b]
f

)
=

∫
[a,b]

Im f .

3 Propriétés de l’intégrale

a Linéarité

Propriété 11 : Linéarité de l’intégrale

L’application
Cm([a,b]) −→ K

f 7−→
∫

[a,b]
f

est une forme linéaire, c’est-à-dire que pour toutes

f , g ∈Cm([a,b]) et λ ∈K, ∫
[a,b]

( f + g ) =
∫

[a,b]
f +

∫
[a,b]

g
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et ∫
[a,b]

(λ f ) =λ

∫
[a,b]

f .

Démonstration

Pour K=R. Pour K=C, il suffit de séparer parties réelle et imaginaire.
■ Soit ε> 0, φ1,φ2,ψ1,ψ2 en escalier telles que φ1 ⩽ f ⩽ψ1, φ2 ⩽ g ⩽ψ2, ψ1−φ1 ⩽ ε, ψ2−φ2 ⩽ ε. Alors, par linéarité

de l’intégrale des fonctions en escalier et définition de
∫

[a,b]
f ,

∫
[a,b]

( f + g )−
∫

[a,b]
f −

∫
[a,b]

g ⩽
∫

[a,b]
(ψ1 +ψ2)−

∫
[a,b]

φ1 −
∫

[a,b]
φ2

⩽
∫

[a,b]
(ψ1 −φ1 +ψ2 −φ2)

⩽
∫

[a,b]
(2ε)

⩽ 2ε(b −a)

De même, ∫
[a,b]

( f + g )−
∫

[a,b]
f −

∫
[a,b]

g ⩾
∫

[a,b]
(φ1 +φ2)−

∫
[a,b]

ψ1 −
∫

[a,b]
ψ2

⩾−
∫

[a,b]
(ψ1 −φ1 +ψ2 −φ2)

⩾−
∫

[a,b]
(2ε)

⩾−2ε(b −a)

Donc
∣∣∣∣∫

[a,b]
( f + g )−

∫
[a,b]

f −
∫

[a,b]
g

∣∣∣∣⩽ 2ε(b −a) puis si ε→ 0,
∫

[a,b]
( f + g ) =

∫
[a,b]

f +
∫

[a,b]
g .

■
∫

[a,b]
(λ f ) =λ

∫
[a,b]

f

⋆ ok si λ= 0.

⋆ Cas où λ> 0 : Soit ε> 0, φ,ψ en escalier telles que φ⩽ f ⩽ψ, ψ−φ⩽ ε. Alors λφ⩽ λ f ⩽ λψ et, par linéarité
de l’intégrale des fonctions en escalier et définition de

∫
[a,b]

f ,

∫
[a,b]

(λ f )−λ

∫
[a,b]

f ⩽
∫

[a,b]
(λψ)−λ

∫
[a,b]

φ=λ

∫
[a,b]

(ψ−φ)⩽λε(b −a).

De même,
∫

[a,b]
(λ f )−λ

∫
[a,b]

f ⩾−ε(b−a). Donc
∣∣∣∣∫

[a,b]
(λ f )−λ

∫
[a,b]

f

∣∣∣∣⩽ ε(b−a) et si ε→ 0,
∫

[a,b]
(λ f ) =λ

∫
[a,b]

f .

⋆ Cas où λ< 0 :
0 =

∫
[a,b]

(λ f + (−λ f )) =
∫

[a,b]
(λ f )+

∫
[a,b]

(−λ f ) =
∫

[a,b]
(λ f )−λ

∫
[a,b]

f ,

d’où le résultat. ■

Remarque

R 14 – On ne change pas l’intégrale si on change la valeur en un nombre fini de points :
∫

f −
∫

g =
∫

( f − g ) = 0 car
f − g est en escalier nulle en un nombre fini de points.
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b Propriétés liées à l’ordre

Propriété 12 : Positivité, croissance, inégalité triangulaire

Soit f , g ∈Cm([a,b]).

Positivité Si K=R et f ⩾ 0,
∫

[a,b]
f ⩾ 0.

Réciproque fausse.

Croissance Si K=R et f ⩽ g ,
∫

[a,b]
f ⩽

∫
[a,b]

g .

Réciproque fausse.
Inégalité triangulaire Si K=R ou C, ∣∣∣∣∫

[a,b]
f

∣∣∣∣⩽∫
[a,b]

∣∣ f
∣∣⩽ (b −a)

∥∥ f
∥∥∞

où
∥∥ f

∥∥∞ = sup
x∈[a,b]

∣∣ f (x)
∣∣.

Démonstration

(i) 0 ∈ E ((a,b]) et 0⩽ f donc par définition 0 =
∫

[a,b]
0⩽

∫
[a,b]

f .

(ii) Si f ⩽ g , g − f ⩾ 0 donc 0⩽
∫

[a,b]
(g − f ) =

∫
[a,b]

g −
∫

[a,b]
f par linéarité.

(iii) Si K = R, − ∣∣ f
∣∣ ⩽ f ⩽

∣∣ f
∣∣ donc par croissance, −

∫
[a,b]

∣∣ f
∣∣ ⩽

∫
[a,b]

f ⩽
∫

[a,b]

∣∣ f
∣∣ soit∣∣∣∣∫

[a,b]
f

∣∣∣∣⩽∫
[a,b]

∣∣ f
∣∣, puis ∣∣ f

∣∣⩽ ∥∥ f
∥∥∞.

Si K=C, soit θ un argument de
∫

[a,b]
f . Alors

∣∣∣∣∫
[a,b]

f

∣∣∣∣= (∫
[a,b]

f

)
e−iθ =

∫
[a,b]

(
e−iθ f

)
. Comme ce nombre est réel,

∣∣∣∣∫
[a,b]

f

∣∣∣∣=Re

(∫
[a,b]

(e−iθ f )

)
=

∫
[a,b]

Re
(
e−iθ f

)
⩽

∫
[a,b]

∣∣∣e−iθ f
∣∣∣⩽∫

[a,b]

∣∣ f
∣∣ . ■

Définition 9 : Valeur moyenne

Soit f une fonction continue par morceau sur le segment [a,b] où a < b.
On appelle valeur moyenne de f le nombre 1

b −a

∫
[a,b]

f .

Remarque

R 15 – Raisonnable en remarquant que
∫

[a,b]
f représente une somme continue des valeurs prises par f sur [a,b].

dessin
Si K=R, on vérifie sans mal que

inf
[a,b]

f ⩽ 1

b −a

∫
[a,b]

f ⩽ sup
[a,b]

f

Exercice 1 : Formule de la moyenne

Montrer que si f est réelle et continue, alors il existe c ∈ [a,b] tel que f (c) = 1

b −a

∫
[a,b]

f .
Les bornes de f sont atteintes et le théorème des valeurs intermédiaire nous dit qu’il existe c ∈ [a,b] tel que

f (c) = 1

b −a

∫
[a,b]

f
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c Propriétés liées à l’intervalle

Propriété 13 : Relation de Chasles

Si a < b < c, f ∈Cm([a,c]), alors f∣∣[a,b]
∈Cm([a,b]) et f∣∣[b,c]

∈Cm([b,c]) et

∫
[a,c]

f =
∫

[a,b]
f +

∫
[b,c]

f

(abus de notation)

Démonstration

C’est facile à voir pour les fonctions en escalier en utilisant une subdivision contenant b (on peut toujours le
supposer).

Si φ ∈ E ([a,c]) telle que φ⩽ f , alors φ∣∣[a,b]
⩽ f∣∣[a,b]

et φ∣∣[b,c]
⩽ f∣∣[b,c]

donc
∫

[a,c]
φ=

∫
[a,b]

φ+
∫

[b,c]
φ⩽

∫
[a,b]

f +
∫

[b,c]
f

par définition de l’intégrale. Comme c’est vrai pour tout φ⩽ f , en passant au sup,
∫

[a,c]
f ⩽

∫
[a,b]

f +
∫

[b,c]
f .

En prenant ψ⩾ f , on obtient de même l’inégalité dans l’autre sens. ■

Notation 1
Pour f ∈Cm([a,b]), on note ∫b

a
f =

∫
[a,b]

f ,

∫a

b
f =−

∫b

a
f =−

∫
[a,b]

f ,∫a

a
f = 0.

On note aussi
∫b

a
f =

∫b

a
f (t )dt .

Propriété 14 : de l’intégrale avec la nouvelle notation

Si I intervalle, a,b ∈ I (non nécessairement ordonnés).

(i)
Cm(I ) −→ K

f 7−→
∫b

a
f

est linéaire.

(ii) Dans le cas où K=R. On suppose que f ⩽ g .

Si a ⩽ b,
∫b

a
f ⩽

∫b

a
g .

Si b ⩽ a,
∫b

a
f ⩾

∫b

a
g .

(iii) " En général, si a,b ∈ I et f ∈Cm(I ), ∣∣∣∣∫b

a
f

∣∣∣∣⩽ ∣∣∣∣∫b

a

∣∣ f
∣∣∣∣∣∣

(iv) Si a,b,c ∈ I et f ∈Cm(I ),
∫c

a
f =

∫b

a
f +

∫c

b
f .

INTÉGRATION - PAGE 14 SUR 23

https://mp2i.lecontedelisle.re


J. Larochette VERSION DU 2 JUIN 2023

Démonstration

Séparer les cas a < b, a > b et a = b. ■

Remarque

R 16 – Le (iii) se résume par : il faut remettre les bornes dans le bon sens dans l’intégrale de droite.

4 Cas des fonctions continues

a Intégrale et primitive
I désigne un intervalle de R contenant au moins deux points.

Théorème 4 : Théorème fondamental de l’analyse

Si f est continue sur un intervalle I et a ∈ I , F : x 7→
∫x

a
f est l’unique primitive de f qui s’annule en a.

Démonstration

Cas K=R.
F est bien définie pour tout x ∈ I car f est continue sur [a, x].
Soit c ∈ I . Si x 6= c, F (x)−F (c)

x − c
= 1

x − c

∫x

c
f (t )dt .

Par théorème des valeurs intermédiaire, on a ξx ∈ [x,c] tel que f (ξx ) = 1

x − c

∫x

c
f (t )dt (égalité de la moyenne : f

continue et min
[x,c]

f ⩽ 1

x − c

∫x

c
f (t )dt ⩽max

[x,c]
f , les bornes étant atteintes).

Si x → c, ξx → c donc par continuité f (ξx ) → f (c) D’où F (x)−F (c)

x − c
−−−→
x→c

f (c) : F est dérivable en c et F ′(c) = f (c).
De plus, on a bien F (a) = 0.

Autre méthode : si ε> 0, on a η> 0 tel que |x − c|⩽ η⇒ ∣∣ f (x)− f (c)
∣∣⩽ ε. Alors si |x − c|⩽ η avec x > c,∣∣∣∣ F (x)−F (c)

x − c
− f (c)

∣∣∣∣= ∣∣∣∣ 1

x − c

∫x

c
( f (t )− f (c))dt

∣∣∣∣⩽ 1

x − c

∫x

c

∣∣ f (t )− f (c)
∣∣ dt ⩽ (x − c)ε

x − c
= ε

et de même si x < c.

Si K=C, il suffit d’appliquer le raisonnement à Re f et Im f . ■

Corollaire 2

(i) Toute fonction continue sur un intervalle possède des primitives.
(ii) Si f ∈C (I ,K), F primitive de f sur I , a,b ∈ I ,∫b

a
f (t )dt =

[
F (t )

]b

a
= F (b)−F (a)

(iii) Si f est de classe C 1([a,b]),
f (x) = f (a)+

∫x

a
f ′(t )dt

.(iv) Inégalité des accroissements finis : Si f est de classe C 1 sur [a,b] et f ′ bornée par k, alors f est k-
lipschitzienne sur [a,b].
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Démonstration

(ii) x 7→
∫x

a
f (t )dt et F −F (a) sont deux primitives de f sur l’intervalle I s’annulant en a, donc sont égales.

(iii) f primitive de f ′.
(iv) Si x < y ,

∣∣ f (x)− f (y)
∣∣= ∣∣∣∣∫y

x
f ′(t )dt

∣∣∣∣⩽ k
∣∣x − y

∣∣. ■

Propriété 15 : Fonction intégrale dépendant de ses bornes

Soient I , J intervalles de R, u, v : I → J dérivables, f : J →K continue.

L’application φ :
I −→ K

x 7−→
∫v(x)

u(x)
f (t )dt

est dérivable sur I et

∀x ∈ I , φ′(x) = v ′(x) f (v(x))−u′(x) f (u(x)).

Démonstration

Si F primitive de f , φ= F ◦ v −F ◦u. ■

Exercice 2 : CCINP 56

On considère la fonction H définie sur ]1,+∞[ par H(x) =
∫x2

x

d t

ln t
.

1. Montrer que H est C 1 sur ]1,+∞[ et calculer sa dérivée.

2. Montrer que la fonction u définie par u(x) = 1

ln x
− 1

x −1
admet une limite finie en x = 1.

3. En utilisant la fonction u de la question 2, calculer la limite en 1+ de la fonction H .

1. Soit x0 un réel de ]1;+∞[.
Posons : ∀x ∈ ]1;+∞[, F (x) =

∫x

x0

dt

ln t
.

t 7−→ 1

ln t
est continue sur ]1;+∞[.

Donc, d’après le théorème fondamental du calcul intégral, F est dérivable sur ]1;+∞[ et ∀ x ∈ ]1;+∞[,
F ′(x) = 1

ln x
.

De plus, ∀x ∈ ]1;+∞[, H(x) = F (x2)−F (x) et ∀x ∈]1;+∞[ on a [x; x2] ⊂]1;+∞[.

On en déduit que H est dérivable sur ]1;+∞[.
De plus, ∀x ∈]1;+∞[, H ′(x) = 2x · 1

ln x2
− 1

ln x
= x −1

ln x
.

On en déduit que H est de classe C 1 sur ]1;+∞[.
2. En posant x = 1+h, u(x) = v(h) avec v(h) = h−ln(1+h)

h·ln(1+h) .
Or au voisinage de 0, h − ln(1+h) = 1

2 h2 +o(h2) donc h − ln(1+h)∼
0

1
2 h2.

Et h ln(1+h)∼
0

h2 donc v(h)∼
0

1
2 .

Donc lim
x→1

u(x) = lim
h→0

v(h) = 1
2 .

3. En utilisant u, on a H(x) =
∫x2

x
u(t )dt +

∫x2

x

dt

t −1
=

∫x2

x
u(t )dt + ln(x +1). (1)

∀x ∈ ]1;+∞[, u est continue sur l’intervalle
[
x, x2]

. u est continue sur ]1;+∞[ et admet une limite finie en 1, donc

u est prolongeable par continuité en 1.
Notons u1 ce prolongement continu sur [1;+∞[.

Alors, ∀x ∈ ]1;+∞[,
∫x2

x
u(t )dt =

∫x2

x
u1(t )dt . (2)

On pose alors ∀x ∈ [1;+∞[, U1(x) =
∫x2

x
u1(t )dt .

Pour les mêmes raisons que dans la question 1., U1 est dérivable, donc continue, sur [1,+∞[.
Donc lim

x→1
U1(x) =U1(1) = 0.
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Donc, d’après (2), lim
x→1

∫x2

x
u(t )dt = lim

x→1
U1(x) = 0.

On en déduit, d’après (1), que lim
x→1

H(x) = ln2.

b Intégration par parties, changement de variable

Propriété 16 : Intégration par parties

Si u, v sont de classe C 1 sur I , a,b ∈ I ,∫b

a
u(t )v ′(t )dt = [u(t )v(t )]b

a −
∫b

a
u′(t )v(t )dt

Remarque

R 17 – En fait, u, v dérivables et u′, v ′ continues par morceaux suffit.

Démonstration

(uv)′ = u′v +uv ′ puis intégrer entre a et b. ■

Exemple

E 10 – Équivalent de f (x) =
∫x

1
et ln t dt en +∞.

f (x) = ex ln x −
∫x

1

et

t
dt et si x ⩾ 1, 0⩽

∫x

1

et

t
dt ⩽ ex −e = o(ex ln x).

Propriété 17 : Changement de variables

Si I intervalle, φ : [α,β] → I de classe C 1, f continue sur I ,∫φ(β)

φ(α)
f (t )dt =

∫β

α
f (φ(u))φ′(u)du.

Démonstration

Si F primitive de f , (F ◦φ)′ = f ◦φ×φ′. ■

c Positivité améliorée

Théorème 5 : Positivité améliorée
Si

H1 f est continue sur [a,b] ;
H2 f de signe constant sur ce même segment

alors ∫b

a
f = 0 ⇐⇒ f ≡ 0 sur [a,b]
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C’est faux si f est seulement continue par morceaux.
En particulier, si a < b, et si

H1 f continue sur [a,b]

H2 f > 0 sur [a,b]

alors
∫b

a
f > 0.

Démonstration

Si f ≡ 0,
∫b

a
f = 0.

Réciproquement, quitte à changer f en − f et/ou échanger a et b, on suppose f ⩾ 0 et a < b.
1re méthode Si on a x0 ∈]a,b[ tel que f (x0) > 0, alors par continuité, on peut trouver η> 0 tel que si x ∈ [x0 −η, x0 +η],

x ∈ [a,b] et f (x) > f (x0)
2 . dessin.

Alors, par positivité et par Chasles,
∫b

a
f ⩾

∫x0+η

x0−η
f ⩾ 2η

f (x0)

2
> 0.

Donc f ≡ 0 sur ]a,b[ et par continuité sur [a,b].

2e méthode Comme f est continue, le théorème fondamental nous dit que F : x 7→
∫x

a
f (t )dx est l’unique primi-

tive de f qui s’annule en a. Mais F ′ = f ⩾ 0 donc F est croissante sur [a,b] et comme F (a) = F (b) = 0, F est
constamment nulle sur [a,b] et f = F ′ également.

■

Propriété 18 : Inégalité de Cauchy-Schwarz

Si a < b et f , g ∈C ([a,b],R), (∫b

a
f g

)2

⩽
∫b

a
f 2

∫b

a
g 2

avec égalité si et seulement si ( f , g ) est liée.

Remarque

R 18 – Inégalité encore vraie pour les fonctions continues par morceaux, mais le cas d’égalité n’est plus valable.

Démonstration : Très très très classique !

Pour tout λ ∈R,
∫b

a
( f +λg )2 ⩾ 0 par positivité.

Donc, par linéarité, (∫b

a
g 2

)
λ2 +2

(∫b

a
f g

)
λ+

(∫b

a
f 2

)
⩾ 0

■ Si
∫b

a
g 2 = 0, ∀λ ∈R, 2

(∫b

a
f g

)
λ+

(∫b

a
f 2

)
⩾ 0 donc (avec λ→±∞)

(∫b

a
f g

)
= 0 et il y a égalité 0 = 0.

■ Si
∫b

a
g 2 6= 0, c’est un trinôme du second degré de signe constant, donc son discriminant réduit est négatif,

avec ∆′ =
(∫b

a
f g

)2

−
∫b

a
f 2

∫b

a
g 2.

Il y a bien égalité si ( f , g ) liée.

S’il y a égalité et g 6≡ 0, alors par continuité,
∫b

a
g 2 6= 0 et ∆′ = 0 donc on a un λ tel que

∫b

a
( f +λg )2 ⩾ 0. Comme

( f +λg )2 est continue de signe constant, ( f +λg )2 ≡ 0 donc f =−λg donc ( f , g ) liée. ■
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5 Cas des fonctions paires, impaires, périodiques

Propriété 19 : Intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques

■ Si f est une fonction paire et continue par morceaux sur I , a ∈ I , alors
∫a

−a
f = 2

∫a

0
f .

■ Si f est une fonction impaire et continue par morceaux sur I , a ∈ I , alors
∫a

−a
f = 0.

■ Si f est une fonction T -périodique et continue par morceaux sur R, a ∈R, alors
∫a+T

a
f =

∫T

0
f .

Démonstration

Pour les deux premières, il suffit d’écrire que
∫a

−a
f (t )d t =

∫0

−a
f (t )d t +

∫a

0
f (t )d t et de faire un changement de

variable x =−t dans la première.
Pour la troisième, il suffit d’écrire que

∫a+T

a
f (t )d t =

∫0

a
f (t )d t +

∫T

0
f (t )d t +

∫a+T

T
f (t )d t et de faire un changement

de variable x = x −T dans la dernière. ■

IV SOMMES DE RIEMANN
Définition 10 : Sommes de Riemann

Soit f ∈ Cm([a,b]), σ = (a0, . . . , an) subdivision quelconque de [a,b] et pour k ∈ J0,n −1K, ξk ∈ [ak , ak+1]. On
appelle somme de Riemann associée à f , σ et (ξk )k

S( f ,σ,ξ) =
n−1∑
k=0

(ak+1 −ak ) f (ξk )

Dessin

Théorème 6 : Convergence des sommes de Riemann

Soit f ∈Cm([a,b]).
(i) h(σ) désignant le pas de σ,

S( f ,σ,ξ) −−−−−→
h(σ)→0

∫b

a
f .

(ii) Si, de plus, f est K -lipschitzienne, ∣∣∣∣S( f ,σ,ξ)−
∫b

a
f

∣∣∣∣⩽K (b −a)h(σ).

Démonstration

On fait la démonstration dans le cas où f est continue sur [a,b]. Elle y est donc uniformément continue en vertu
du théorème de Heine.

Soit ε> 0, on a η> 0 tel que
∣∣x − y

∣∣⩽ η=⇒ ∣∣ f (x)− f (y)
∣∣⩽ ε

b −a
.

Soit S( f ,σ,ξ) =
n−1∑
k=0

(ak+1 −ak ) f (ξk ) une somme de Riemann sur une subdivision σ de pas h ⩽ η.

∣∣∣∣S( f ,σ,ξ)−
∫b

a
f

∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣n−1∑
k=0

(
(ak+1 −ak ) f (ξk )−

∫ak+1

ak

f

)∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣n−1∑
k=0

∫ak+1

ak

(
f (ξk )− f (x)

)
dx

∣∣∣∣∣
⩽

n−1∑
k=0

∫ak+1

ak

∣∣ f (ξk )− f (x)
∣∣ dx
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par inégalité triangulaire. Pour x,ξk ∈ [ak , ak+1],
∣∣ξk −x

∣∣⩽ ∣∣ak+1 −ak
∣∣⩽ h ⩽ η donc

∣∣ f (ξk )− f (x)
∣∣⩽ ε

b −a
. Ainsi,

∣∣∣∣S( f ,σ,ξ)−
∫b

a
f

∣∣∣∣⩽ n−1∑
k=0

(ak+1 −ak )
ε

b −a
= ε

On a démontré que
∀ε> 0, ∃η> 0, ∀σ,ξ, h(σ)⩽ η=⇒

∣∣∣∣S( f ,σ,ξ)−
∫b

a
f

∣∣∣∣⩽ ε.

Si f est K -lipschitzienne (c’est le cas si f est C 1 par exemple), le calcul est plus simple :∣∣∣∣S( f ,σ,ξ)−
∫b

a
f

∣∣∣∣⩽ n−1∑
k=0

∫ak+1

ak

∣∣ f (ξk )− f (x)
∣∣ dx ⩽K

n−1∑
k=0

∫ak+1

ak

∣∣ξk −x
∣∣ dx

⩽K h(σ)
n−1∑
k=0

(ak+1 −ak ) = K h(σ)(b −a)

ce qui permet aussi de retrouver le résultat précédent. ■

Remarque

R 19 – Les sommes de Riemann peuvent servir à approcher numériquement des intégrales : méthode des rec-
tangles à gauche pour ξk = ak , méthode des rectangles à droite pour ξk = ak+1, méthode du point milieu
pour ξk = ak +ak+1

2
.

On obtient aussi, pour une fonction K -lipschitzienne, la convergence en h (mais on peut faire mieux pour le
point milieu : h2).

Corollaire 3 : Énoncé du programme

Si f est continue par morceaux sur [a,b], a < b,

b −a

n

n−1∑
k=0

f

(
a +k

b −a

n

)
−−−−−→
n→+∞

∫b

a
f .

En particulier, si a = 0 et b = 1, f ∈Cm([0,1]),

1

n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
−−−−−→
n→+∞

∫1

0
f .

Démonstration

Rectangles à gauche, subdivision régulière. ■

Remarque

R 20 – À cause du 1
n , ajouter ou enlever un nombre fini de termes dans la somme ne change pas sa limite.

1

n

n−1 ou n−2 ou n+12∑
k=0 ou 1 ou 25

f

(
k

n

)
−−−−−→
n→+∞

∫1

0
f .

Exemple

E 11 – n
2n−1∑
j=n

1

j 2
→ 1

2
.
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V CALCUL DE PRIMITIVES ET D’INTÉGRALES
Réviser le chapitre de début d’année.

VI FORMULES DE TAYLOR
Définition 11 : Développement et reste de Taylor

Si f est n fois dérivable en a, son développement de Taylor en a à l’ordre n est

Tn(x) = f (a)+ f ′(a)(x −a)+·· ·+ f (n)(a)

n!
(x −a)n ,

et le reste de Taylor de f en a à l’ordre n est Rn = f −Tn (tel que f = Tn +Rn).

On sait déjà que si f est polynomiale de degré d , pour tout n ⩾ d +1, Rn ≡ 0.

On va chercher à :
■ exprimer globalement Rn : c’est la formule de Taylor avec reste intégral,
■ majorer globalement Rn : c’est l’inégalité de Taylor-Lagrange,
■ dominer localement Rn : c’est la formule de Taylor-Young.

1 Formule de Taylor avec reste intégral

Propriété 20 : Formule de Taylor avec reste intégral

Soit f : I →K telle que f est de classe C n+1 sur I , a ∈ I . Pour tout x ∈ I ,

Rn(x) =
∫x

a

(x − t )n

n!
f (n+1)(t )dt

ie
f (x) = f (a)+ f ′(a)(x −a)+·· ·+ f (n)(a)

n!
(x −a)n +

∫x

a

(x − t )n

n!
f (n+1)(t )dt .

À connaître parfaitement !

Démonstration

Par récurrence sur n.
■ Si n = 0, f ∈C 1(I ), pour tout x ∈ I , f (x) = f (a)+

∫x

a
f ′(t )dt .

■ Si c’est vrai pour un n ⩾ 0, f ∈C n+2(I ), par hypothèse de récurrence, si x ∈ I ,

f (x) = f (a)+ f ′(a)(x −a)+·· ·+ f (n)(a)

n!
(x −a)n +

∫x

a

(x − t )n

n!
f (n+1)(t )dt .

Par intégration par parties, f (n+1) et t 7→ − (x − t )n+1

(n +1)!
étant de classe C 1,

Rn (x) =
∫x

a

(x − t )n

n!
f (n+1)(t )dt =

[
− (x − t )n+1

(n +1)!
f (n+1)(t )

]x

a

+
∫x

a

(x − t )n+1

(n +1)!
f (n+2)(t )dt

= (x −a)n+1

(n +1)!
f (n+1)(a)+

∫x

a

(x − t )n+1

(n +1)!
f (n+2)(t )dt

ce qui établit la récurrence. ■
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2 Inégalité de Taylor-Lagrange

Propriété 21 : Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit f : I →K telle que f est de classe C n+1 sur I , a ∈ I . Pour tout x ∈ I ,

|Rn(x)| =
∣∣∣∣ f (x)−

(
f (a)+·· ·+ f (n)(a)

n!
(x −a)n

)∣∣∣∣⩽ |x −a|n+1

(n +1)!
sup

t∈[a,x]

∣∣ f (n+1)(t )
∣∣ .

À connaître parfaitement !
Mais c’est plus facile, il n’y a que du n +1.

Démonstration

■ Ok si x = a.
■ Si x > a, par Taylor reste intégral, les bornes étant dans le bon sens,

|Rn (x)| =
∣∣∣∣∫x

a

(x − t )n

n!
f (n+1)(t )dt

∣∣∣∣⩽∫x

a

∣∣∣∣ (x − t )n

n!
f (n+1)(t )

∣∣∣∣ dt

⩽
∫x

a

(x − t )n

n!

∣∣∣ f (n+1)(t )
∣∣∣ dt

Comme f (n+1) est continue sur le segment [a, x], sup
t∈[a,x]

∣∣∣ f (n+1)(t )
∣∣∣ existe et, tout étant positif et les bornes dans

le bon sens toujours,

|Rn (x)|⩽
∫x

a

(x − t )n

n!
sup
[a,x]

∣∣∣ f (n+1)
∣∣∣ dt = sup

[a,x]

∣∣∣ f (n+1)
∣∣∣∫x

a

(x − t )n

n!
dt = (x −a)n+1

(n +1)!
sup
[a,x]

∣∣∣ f (n+1)
∣∣∣

■ Si x < a,

|Rn (x)| =
∣∣∣∣∫x

a

(x − t )n

n!
f (n+1)(t )dt

∣∣∣∣⩽ ∣∣∣∣∫x

a

∣∣∣∣ (x − t )n

n!
f (n+1)(t )

∣∣∣∣ dt

∣∣∣∣
⩽

∫a

x

(t −x)n

n!

∣∣∣ f (n+1)(t )
∣∣∣ dt

⩽ sup
[x,a]

∣∣∣ f (n+1)
∣∣∣∫a

x

(t −x)n

n!
dt = (a −x)n+1

(n +1)!
sup
[x,a]

∣∣∣ f (n+1)
∣∣∣ . ■

Exercice 3 : Série exponentielle

En utilisant f : t ∈ [0,1] 7→ et z , montrer que pour tout z ∈C, ez =
+∞∑
k=0

zk

k !
.

f est de classe C ∞ sur [0,1], pour tout n, f (n)(0) = zn .
L’inégalité de Taylor-Lagrange nous dit alors que pour tout t ∈ [0,1],∣∣∣∣∣ f (1)−

n∑
k=0

(1−0)k

k !
f (k)(0)

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣ez −

n∑
k=0

zk

k !

∣∣∣∣∣⩽ 1

(n +1)!
sup

t∈[0,1]

(∣∣∣ f (n+1)(t )
∣∣∣)

Or, si t ∈ [0,1],
∣∣∣ f (n+1)(t )

∣∣∣= ∣∣zn+1et z
∣∣= |z|n+1 et Re(z) ⩽ |z|n+1 et Re(z) ⩽ |z|n+1 max

(
1,eRe(z)

)
= M(z) (indépendant de t).

Donc
∣∣∣∣∣ez −

n∑
k=0

zk

k !

∣∣∣∣∣⩽ M(z)

(n +1)!
−−−−−→
n→+∞ 0.

Donc ez =
+∞∑
k=0

zk

k !
.

Exercice 4 : formule de Taylor-Lagrange
Si f est de classe C (n+1) sur I , a,b ∈ I , on a c ∈]a,b[ tel que

f (b) = f (a)+ f ′(a)(b −a)+·· ·+ f (n)(a)

n!
(b −a)n + f (n+1)(c)

(n +1)!
(b −a)n+1.

INTÉGRATION - PAGE 22 SUR 23

https://mp2i.lecontedelisle.re


J. Larochette VERSION DU 2 JUIN 2023

On applique n fois le théorème de Rolle à

φ(x) = f (b)− f (x)− f ′(x)(b −x)−·· ·− f (n)(x)

n!
(b −x)n − A

(n +1)!
(b −a)n+1

avec A tel que φ(a) = 0.

3 Formule de Taylor-Young

Propriété 22 : Formule de Taylor-Young

Soit f : I →K telle que f est de classe C n sur I , a ∈ I .

Rn(x) = o
x→a

(
(x −a)n)

ie
f (x) = f (a)+ f ′(a)(x −a)+·· ·+ f (n)(a)

n!
(x −a)n + o

x→a

(
(x −a)n)

.

Remarque

R 21 – En fait, f de classe C n−1 et n fois dérivable en a suffit.
R 22 – Si f est de classe C n+1, on a le résultat plus fort

f (x) = f (a)+ f ′(a)(x −a)+·· ·+ f (n)(a)

n!
(x −a)n + O

x→a

(
(x −a)n+1

)
.

Démonstration

Voir chapitre analyse asymptotique (primitivation de développements limités). ■
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