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Intégration

K désigne R ou C. a,b sont des réels tels que a < b.

I CONTINUITÉ UNIFORME
Définition 1 : Uniforme continuité

Soit f : I →K. On dit que f est uniformément
continue sur I si

∀ε> 0, ∃η> 0, ∀x, y ∈ I ,
∣∣x − y

∣∣⩽ η=⇒ ∣∣ f (x)− f (y)
∣∣⩽ ε

Propriété 1 : Uniformément continue×=⇒ conti-
nue

Une fonction uniformément continue sur I
est continue sur I .

Réciproque fausse.

Propriété 2 : Caractérisation séquentielle

f est uniformément continue sur I si et seule-
ment si ∀ (xn)n , (yn)n ∈ IN,

xn − yn −−−−−→
n→+∞ 0 =⇒ f (xn)− f (yn) −−−−−→

n→+∞ 0.

Propriété 3 : Stabilité

Une combinaison linéaire, une composée
de fonctions uniformément continue l’est en-
core.

Théorème 1 : de Heine
Tout fonction continue sur un segment est

uniformément continue sur ce segment.

Propriété 4 : Lipschitzienne ×=⇒ uniformément
continue

Toute fonction lipschitzienne (ou plus géné-
ralement hölderienne) sur I est uniformément
continue sur I .

La réciproque est fausse.

II FONCTIONS CONTINUES PAR
MORCEAUX

1 Subdivisions

Définition 2 : Subdivision
On appelle subdivision de [a,b] toute famille

finie σ= (a0, a1, . . . , an) telle que

a = a0 < a1 < ·· · < an = b

On appelle pas de la subdivision le réel
h(σ) = max

0⩽k⩽n−1
(ak+1 −ak ).

Lorsque ak+1 − ak ne dépend pas de k, on
parle de subdivision régulière. Alors h(σ) = b −a

n

et ∀k ∈ J0,nK, ak = a +k
b −a

n
.

Une subdivision σ′ de [a,b] est dite plus fine
que σ si les points de σ sont des points de σ′ (σ′
contient au moins tous les points de σ.)

2 Fonctions en escalier

Définition 3 : Fonctions en escalier
Une application φ : [a,b] → K est dite en es-

calier si et seulement s’il existe une subdivision
σ= (a0, a1, . . . , an) de [a,b] telle que

∀k ∈ J0,n −1K, φ∣∣]ak ,ak+1[
est constante.

On dit alors que σ est adaptée à φ.
On note E ([a,b]) l’ensemble des fonctions en

escalier sur [a,b].

Propriété 5 : L’algèbre des fonctions en escalier

E ([a,b]) est une K-algèbre. En particulier, si
φ,ψ ∈ E ([a,b]) et λ ∈K,

■ φ+ψ ∈ E ([a,b])
■ λφ ∈ E ([a,b])

■ φ×ψ ∈ E ([a,b])

On a aussi
∣∣φ∣∣ ∈ E ([a,b]), et si K = R, inf(φ,ψ),

sup(φ,ψ) ∈ E ([a,b]).
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3 Fonctions continues par mor-
ceaux

Définition 4 : Fonctions continues parmorceaux

Une application f : [a,b] →K est dite continue
par morceaux si et seulement s’il existe une sub-
division σ= (a0, a1, . . . , an) de [a,b] telle que

∀k ∈ J0,n −1K,


f∣∣]ak ,ak+1[

est continue.

f admet des limites à droite
de ak et à gauche de ak+1.

c’est-à-dire

∀k ∈ J0,n−1K,


f∣∣]ak ,ak+1[

est continue.

f∣∣]ak ,ak+1[
est prolongeable par

continuité à [ak , ak+1].

On dit alors que σ est adaptée à f .
On note Cm([a,b]) l’ensemble des fonctions

continues par morceaux sur [a,b].

Définition 5 : Extension à un intervalle quel-
conque

f : I →K est dite continue par morceaux (sur
I ) si sa restriction à tout segment l’est.

Propriété 6 : Continue parmorceaux sur un seg-
ment ⇒ bornée

Toute fonction continue parmorceaux sur un
segment est bornée (mais les bornes ne sont pas
nécessairement atteintes.)

Propriété 7 : L’algèbre des fonctions continues
par morceaux

Cm([a,b]) est une K-algèbre. En particulier, si
f , g ∈Cm([a,b]) et λ ∈R,

■ f + g ∈Cm([a,b])
■ λ f ∈Cm([a,b])

■ f × g ∈Cm([a,b])

On a aussi
∣∣φ∣∣ ∈Cm([a,b]), et si K=R, inf(φ,ψ),

sup(φ,ψ) ∈Cm([a,b]).

Théorème 2 : Approximation uniforme des
fonctions continues par des
fonctions en escalier

Soient f ∈ C ([a,b],R) et ε > 0. Il existe
φ,ψ ∈ E ([a,b]) telles que φ⩽ f ⩽ψ et ψ−φ⩽ ε.

Théorème 3 : Approximations uniforme des
fonctions CPM par des fonctions
en escalier

Soient f ∈ Cm([a,b],R) et ε > 0. Il existe
φ,ψ ∈ E ([a,b]) telles que φ⩽ f ⩽ψ et ψ−φ⩽ ε.

Corollaire 1 : Une version valable pourK=R ou
C

Soit f ∈Cm([a,b],K) et ε> 0. Il existe φ ∈ E ([a,b])
tel que

∣∣ f −φ
∣∣⩽ ε.

III INTÉGRALE D’UNE FONCTION
CONTINUE PAR MORCEAUX
SUR UN SEGMENT

1 Intégrale d’une fonction en
escalier sur un segment

On définit l’intégrale d’une fonction en escalier
comme la somme des aires algébriques des rectangles
formés entre la courbe et l’axe des abscisses.

Définition 6 : Intégrale d’une fonction en esca-
lier

Soit φ ∈ E ([a,b]), σ = (a0, . . . , an) subdivision
adaptée à φ.

On définit l’intégrale de φ sur [a,b] par

Iσ(φ) =
n−1∑
k=0

(ak+1 −ak )yk

où yk est la valeur de φ sur ]ak , ak+1[.

Propriété 8 : Indépendance de l’intégrale avec
la subdivision

L’intégrale de φ ∈ E ([a,b]) sur [a,b] ne dépend
pas de la subdivision σ et est notée

∫
[a,b]

φ.
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Propriété 9 : Croissance et linéarité de l’inté-
grale

Si φ,ψ ∈ E ([a,b]) et λ ∈K,
Croissance Si K=R et φ⩽ψ,∫

[a,b]
φ⩽

∫
[a,b]

ψ.

Linéarité ∫
[a,b]

(φ+ψ) =
∫

[a,b]
φ+

∫
[a,b]

ψ

et ∫
[a,b]

(λφ) =λ

∫
[a,b]

φ.

2 Extension aux fonctions conti-
nues par morceaux

a Cas réel

Propriété 10

Soit f ∈Cm([a,b],R). Les ensembles

I−( f ) =
{∫

[a,b]
φ ; φ ∈ E ([a,b]),φ⩽ f

}
et

I+( f ) =
{∫

[a,b]
ψ ; ψ ∈ E ([a,b]),ψ⩾ f

}
admettent respectivement une borne supé-
rieure et inférieure, égales.

Définition 7 : Intégrale d’une fonction réelle
continue par morceaux

Soit f ∈Cm([a,b],R). On définit∫
[a,b]

f = sup
φ∈E ([a,b])

φ⩽ f

(∫
[a,b]

φ

)
= inf

ψ∈E ([a,b])
ψ⩾ f

(∫
[a,b]

ψ

)
.

b Cas complexe

Définition 8 : Intégrale d’une fonction com-
plexe continue par morceaux

Soit f ∈ Cm([a,b],C). Alors
Re f ,Im f ∈Cm([a,b],R) et on pose∫

[a,b]
f =

∫
[a,b]

Re f + i
∫

[a,b]
Im f

3 Propriétés de l’intégrale

a Linéarité

Propriété 11 : Linéarité de l’intégrale

L’application
Cm([a,b]) −→ K

f 7−→
∫

[a,b]
f

est

une forme linéaire, c’est-à-dire que pour toutes
f , g ∈Cm([a,b]) et λ ∈K,∫

[a,b]
( f + g ) =

∫
[a,b]

f +
∫

[a,b]
g

et ∫
[a,b]

(λ f ) =λ

∫
[a,b]

f .

b Propriétés liées à l’ordre

Propriété 12 : Positivité, croissance, inégalité tri-
angulaire

Soit f , g ∈Cm([a,b]).

Positivité Si K=R et f ⩾ 0,
∫

[a,b]
f ⩾ 0.

Réciproque fausse.

Croissance Si K=R et f ⩽ g ,
∫

[a,b]
f ⩽

∫
[a,b]

g .

Réciproque fausse.
Inégalité triangulaire Si K=R ou C,∣∣∣∣∫

[a,b]
f

∣∣∣∣⩽∫
[a,b]

∣∣ f
∣∣⩽ (b −a)

∥∥ f
∥∥∞

où
∥∥ f

∥∥∞ = sup
x∈[a,b]

∣∣ f (x)
∣∣.

Définition 9 : Valeur moyenne
Soit f une fonction continue par morceau sur

le segment [a,b] où a < b.
On appelle valeur moyenne de f le nombre

1

b −a

∫
[a,b]

f .
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c Propriétés liées à l’intervalle

Propriété 13 : Relation de Chasles

Si a < b < c, f ∈Cm([a,c]), alors f∣∣[a,b]
∈Cm([a,b])

et f∣∣[b,c]
∈Cm([b,c]) et

∫
[a,c]

f =
∫

[a,b]
f +

∫
[b,c]

f

(abus de notation)

Notation 1
Pour f ∈Cm([a,b]), on note∫b

a
f =

∫
[a,b]

f ,

∫a

b
f =−

∫b

a
f =−

∫
[a,b]

f ,∫a

a
f = 0.

On note aussi
∫b

a
f =

∫b

a
f (t )dt .

Propriété 14 : de l’intégrale avec la nouvelle
notation

Si I intervalle, a,b ∈ I (non nécessairement or-
donnés).

(i)
Cm(I ) −→ K

f 7−→
∫b

a
f

est linéaire.

(ii) Dans le cas où K = R. On suppose que
f ⩽ g .

Si a ⩽ b,
∫b

a
f ⩽

∫b

a
g .

Si b ⩽ a,
∫b

a
f ⩾

∫b

a
g .

(iii) " En général, si a,b ∈ I et f ∈Cm(I ),∣∣∣∣∫b

a
f

∣∣∣∣⩽ ∣∣∣∣∫b

a

∣∣ f
∣∣∣∣∣∣

(iv) Si a,b,c ∈ I et f ∈Cm(I ),
∫c

a
f =

∫b

a
f +

∫c

b
f .

4 Cas des fonctions continues

a Intégrale et primitive
I désigne un intervalle de R contenant au moins

deux points.

Théorème 4 : Théorème fondamental de l’ana-
lyse

Si f est continue sur un intervalle I et a ∈ I ,
F : x 7→

∫x

a
f est l’unique primitive de f qui s’an-

nule en a.

Corollaire 2

(i) Toute fonction continue sur un intervalle
possède des primitives.

(ii) Si f ∈C (I ,K), F primitive de f sur I , a,b ∈ I ,∫b

a
f (t )dt =

[
F (t )

]b

a
= F (b)−F (a)

(iii) Si f est de classe C 1([a,b]),

f (x) = f (a)+
∫x

a
f ′(t )dt

.(iv) Inégalité des accroissements finis : Si f est
de classe C 1 sur [a,b] et f ′ bornée par k,
alors f est k-lipschitzienne sur [a,b].

Propriété 15 : Fonction intégrale dépendant de
ses bornes

Soient I , J intervalles de R, u, v : I → J déri-
vables, f : J →K continue.

L’application φ :
I −→ K

x 7−→
∫v(x)

u(x)
f (t )dt

est dé-

rivable sur I et

∀x ∈ I , φ′(x) = v ′(x) f (v(x))−u′(x) f (u(x)).

b Intégration par parties, changement de
variable

Propriété 16 : Intégration par parties

Si u, v sont de classe C 1 sur I , a,b ∈ I ,∫b

a
u(t )v ′(t )dt = [u(t )v(t )]b

a −
∫b

a
u′(t )v(t )dt
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Propriété 17 : Changement de variables

Si I intervalle, φ : [α,β] → I de classe C 1, f
continue sur I ,∫φ(β)

φ(α)
f (t )dt =

∫β

α
f (φ(u))φ′(u)du.

c Positivité améliorée

Théorème 5 : Positivité améliorée
Si

H1 f est continue sur [a,b] ;
H2 f de signe constant sur ce même seg-

ment
alors ∫b

a
f = 0 ⇐⇒ f ≡ 0 sur [a,b]

C’est faux si f est seulement continue par
morceaux.

En particulier, si a < b, et si
H1 f continue sur [a,b]

H2 f > 0 sur [a,b]

alors
∫b

a
f > 0.

Propriété 18 : Inégalité de Cauchy-Schwarz

Si a < b et f , g ∈C ([a,b],R),(∫b

a
f g

)2

⩽
∫b

a
f 2

∫b

a
g 2

avec égalité si et seulement si ( f , g ) est liée.

5 Cas des fonctions paires, im-
paires, périodiques

Propriété 19 : Intégrales de fonctions paires, im-
paires, périodiques

■ Si f est une fonction paire et continue par
morceaux sur I , a ∈ I , alors

∫a

−a
f = 2

∫a

0
f .

■ Si f est une fonction impaire et continue
par morceaux sur I , a ∈ I , alors

∫a

−a
f = 0.

■ Si f est une fonction T -périodique et conti-
nue par morceaux sur R, a ∈ R, alors∫a+T

a
f =

∫T

0
f .

IV SOMMES DE RIEMANN
Définition 10 : Sommes de Riemann

Soit f ∈ Cm([a,b]), σ = (a0, . . . , an) subdivision
quelconque de [a,b] et pour k ∈ J0,n − 1K,
ξk ∈ [ak , ak+1]. On appelle sommede Riemann as-
sociée à f , σ et (ξk )k

S( f ,σ,ξ) =
n−1∑
k=0

(ak+1 −ak ) f (ξk )

Théorème 6 : Convergence des sommes de
Riemann

Soit f ∈Cm([a,b]).
(i) h(σ) désignant le pas de σ,

S( f ,σ,ξ) −−−−−→
h(σ)→0

∫b

a
f .

(ii) Si, de plus, f est K -lipschitzienne,∣∣∣∣S( f ,σ,ξ)−
∫b

a
f

∣∣∣∣⩽K (b −a)h(σ).

Corollaire 3 : Énoncé du programme

Si f est continue parmorceaux sur [a,b], a < b,

b −a

n

n−1∑
k=0

f

(
a +k

b −a

n

)
−−−−−→
n→+∞

∫b

a
f .

En particulier, si a = 0 et b = 1, f ∈Cm([0,1]),

1

n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
−−−−−→
n→+∞

∫1

0
f .

V FORMULES DE TAYLOR
Définition 11 : Développement et reste de Tay-

lor
Si f est n fois dérivable en a, son développe-

ment de Taylor en a à l’ordre n est

Tn(x) = f (a)+ f ′(a)(x −a)+·· ·+ f (n)(a)

n!
(x −a)n ,

et le reste de Taylor de f en a à l’ordre n est
Rn = f −Tn (tel que f = Tn +Rn).
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1 Formule de Taylor avec reste
intégral

Propriété 20 : Formule de Taylor avec reste inté-
gral

Soit f : I → K telle que f est de classe C n+1

sur I , a ∈ I . Pour tout x ∈ I ,

Rn(x) =
∫x

a

(x − t )n

n!
f (n+1)(t )dt

ie

f (x) = f (a)+ f ′(a)(x −a)+·· ·+ f (n)(a)

n!
(x −a)n

+
∫x

a

(x − t )n

n!
f (n+1)(t )dt .

2 Inégalité de Taylor-Lagrange

Propriété 21 : Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit f : I → K telle que f est de classe C n+1

sur I , a ∈ I . Pour tout x ∈ I ,

|Rn(x)| =
∣∣∣∣ f (x)−

(
f (a)+·· ·+ f (n)(a)

n!
(x −a)n

)∣∣∣∣
⩽ |x −a|n+1

(n +1)!
sup

t∈[a,x]

∣∣ f (n+1)(t )
∣∣ .

3 Formule de Taylor-Young

Propriété 22 : Formule de Taylor-Young

Soit f : I →K telle que f est de classe C n sur
I , a ∈ I .

Rn(x) = o
x→a

(
(x −a)n)

ie

f (x) = f (a)+ f ′(a)(x −a)+·· ·+ f (n)(a)

n!
(x −a)n

+ o
x→a

(
(x −a)n)

.
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