Extrait du programme officiel :

Les objectifs de ce chapitre sont les suivants :

27

Déterminant

— infroduire la notion de déterminant d’une famille de vecteurs, en motivant sa construction par la géométrie
— établir les principales propriétés des déterminants des matrices carrées et des endomorphismes;
— Iindiquer quelques méthodes simples de calcul de déterminants.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Formes n-linéaires alternées

Forme n-linéaire alternée sur un K-espace vectoriel de dimen-
sion n.

Antisymétrie, effet d’une permutation.

La définition est motivée par les notions intuitives d’aire et de vo-
lume algébriques, en s’appuyant sur des figures.

Si f est une forme n-linéaire alternée et si (1, ..., x,) est une famille
liee, alors f(x1,...,x,) =0.

b) Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

Si e est une base, il existe une unique forme n-linéaire alternée
f pour laquelle f(e) = 1:; foute forme n-linéaire alternée est un
multiple de det,.

Expression du déterminant dans une base en fonction des coor-
données.

Comparaison, si e et ¢’ sont deux bases, de det, ef det,.

La famille (x1,...,xn) est une base si et seulement si
dete(x1,...,x,) #0.

Notation det.. La démonstration de I’existence n’est pas exigible.

Dans R? (resp. R3), interprétation du déterminant dans la base
canonigue comme aire orientée (resp. volume orienté) d’un po-
rallélogramme (resp. parallélépipede).

c) Déterminant d’un endomorphisme

Déterminant d’un endomorphisme.

Déterminant d'une composée.

Caractérisation des automorphismes.

d) Déterminant d’'une matrice carrée

Déterminant d’une matrice carrée.

Déterminant d’un produit.

Caractérisation des matrices inversibles.
L'application det induit un morphisme de GL(E) (resp. GL, (KK)) sur
K*.

Déterminant d'une fransposée.

Caractere n-linéaire alterné du déterminant par rapport aux co-
lonnes.

Relation det(AA) = A" det(A).

Caractere n-linéaire alterné du déterminant par rapport aux
lignes.

e) Calcul des déterminants

Effet des opérations élémentaires.

Cofacteur. Développement par rapport & une ligne ou une co-
lonne.

Déterminant d’une matrice triangulaire.
Déterminant de Vandermonde.

Lien avec les polyndmes de Lagrange.

f) Comatrice

Comatrice.
Relation ACom(A4)T =Com(A)T A=det(A)I,,.

Notation Com(A).

Expression de I'inverse d’une matrice inversible.
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“ APPLICATIONS MULTILINEAIRES

Il Définition

Définition 1: Application n-linéaire

Soit K corps commutatif, ne IN*, E, F des K-espaces vectoriels.
Une application f: E" — F est dite n-linéaire lorsque pour tout (%,...,%,) € E*, et fout i € [1,n],

fi: est linéaire.

X — f()?:l,...,fi—],f,£i+1,...,in)

(Linéarité par rapport & la ¢ variable.) c’est-a-dire V (%;,...,X,) € E", Yie[l,n], VX, je€E, VA1ekK,
f()?l,...,j(?i—l,k"’l‘A»j},._fi-{_l,...,je") :f(jelru-)xl'—ly-_x.,xl.+l)~--rxﬂ)

+/1f(551r---,fi—l,j”ji+1,~--,55n)

On note %,,(E,F) I’ensemble des formes n-linéaires.
Lorsque F =K, on parle de forme n-linéaire.

Remarque
R1 - Une application n-linéaire se développe comme un produit : par exemple, si f est bilinéaire,
flax+p,yj+687) = ayf(&, ) +Byf(¥,7) +adf (% 7)+pof (¥, 7).
R2 - Zu(E,F)#%£(E" F)!Si, par exemple, n=2 et f bilinéaire alors :
FGE+AT, T+AT) = FG N +AFE, P+ fE TN+ A2 G, 7)

tfandis que si f est linéaire,
fE+AZ 7+ ATV = fFG P +Af(5,7)

Exemple
E1- L'application nulle est n-linéaire.
E2- Le produit (x1,...,x,) — x1 x == x X sUr K", sur .4, (K), est n-linéaire.
(& E)? — LB o
3- est bilinéaire.

(u,v) —  uov

E4 — Le produit scalaire usuel (%, 7) — x1y1 + x2y2 est une forme bilinéaire sur R?.

b
E5— (f,8) Hf f(g(r)dt est une forme bilinéaire sur € ([a, b)).
a

Remarque
R3 - Si E est de dimension finie n, f est n-linéaire sur E, & = (é,...,é,) Une base de E, et si on note (X1, jreeer Xn, ) les

n
coordonnées de %; € E dans la base %, donc ;= ) x; ;&;, alors
i=1

n n
FGLoX) = Y X180 Y, Xipni, | = Y Xiy 1o Xipnf @ipreer @)
=1 inzl lgil,...,ingn
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E Propriétés

Propriété 1 : Espace vectoriel de applications r-linéaires

() Si fe%L,(E,F) etsil'un des X; est nul, f(Zi,...,%,) = 0p.
(i £, (E, F) est un KK-espace vectoriel.

Démonstration

(@) f; est linéaire.
(i) sev de FE", [

Formes n-linéaires symétriques, antisymétriques, alternées

E désigne un K-espace vectoriel, et ne IN*.

Définition 2 : Symétrie, antisymétrie et caractére alterné

Soit f e £u(E,K).
m [ est dite symétrique si et seulement si V (%1,...,%,) € E", Yi# ],

f()_fl,...,)_Ei,...,fj,...,fn)=f(fl,...,55]',...,55,',...,55”).
m [ est dite antisymétrique si et seulement si Vv (z1,...,%,) € ", Vi#j,

f()_fl,...,)_fi,...,l_fj,...,fn)=—f()_fl,...,55]',...,)_5,‘,...,55”).
m f est dite alternée si et seulement si V (¥1,...,%,) € E", Vi# ],

fGr, . Xy Xy .0, Xp) = 0K

Exemple

R*? — R o )
est une forme bilinéaire antisymétrique et alternée.

E6— f:

(X3 — x1y2-x2n

R?? — R . .
E7- f: est une forme bilinéaire symétrique.

(x,5) — x1x2+y1y2

Propriété 2 : Caractérisations

Soit e Ly (E,K).
() f estsymétrique si et seulementsivoe&,, VY (X,...,%,) € E",

FGoqy- o Xom) = fE1, ..., Xn).
(i f est antisymétrique si ef seulementsivoe &, Y (%,...,%,) € E",
F o), Xom) = €@) f(F1,..., Xn).
(i) f est alternée si et seulement si v (%1,...,%,) € E",

(X1,...,Xp) liée = f(%1,...,%,) = OK.
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Démonstration

< : facile avec une transposition ou une famille contenant le vecteur nul.

= : 0 se décompose en produit de transpositions : o =71 ---7,. Chagque 7; ne change pas f si elle est symétrique,
et sort un signe moins si f est antisymétrique.

Ainsi, par récurrence, I'action de ¢ ne change pas f et fait sortir (-1)P =¢(o) si f est antisymétrique.

Finalement, si f est alfemée et (%,...,%) liée, on a i tel que % = ) A;%, alors
Jj#i
f(?q,...,?cn):;;Ljf(?q,...,xj,...,xj,...,x,,):0.
J#l

Propriété 3 : Alternée < antisymétrique

Soit f e £,(E,K). Si f est alternée, alors f est antisymétrique.
La réciproque est vraie si K n’est pas de caractéristique 2, c’est-a-dire si 2 # 0.

Démonstration
Si f est alternée, i #j,
f(.%l,...,.%i+?6j,...,5fi+.fj,...,fn)=01}(
:f(.%l,...,fi,...,.%i,...,)?n)+f()_51,...,)?i,...,)_fj,...,fn)
+f(f1,...,fj,...,.fi,...,.fn)+f(.%1,...,55]‘,...,56']',...,3”)
= f@1ee0r Firee Xjoeen Tn)
+f(f1,...,ij,...,fi,...,fn).
Donc f est antisymétrique.

Sif est anfisymétrique, en permutant, f(x,..., %, %0 X0 = —f(&1,.. X4y, Xy, X)) dONC
2 f(X1,.. 0 Xjyen, Xy, X)) =0 €1 dONC Si 2k # 0k, f(X1,...,Xj,...,Xj,..., Xn) =0 €1 f est alternée.

ﬂ L'espace A, (E)

Ici, E désignera un K-espace vectoriel de dimension finie, n =dim E € N* avec K commutatif qui n’est pas de carac-
téristique 2.

Notation 1 : (maison)

On note A, (E) I'ensemble des formes n-linéaires alternées sur E.

Théoreme 1 : fondamental de la théorie du déterminant

Si n=dimE, 'ensemble A, (E) des formes n-linéaires alternées sur E est un K-espace vectoriel de di-
mension 1.

Démonstration

An(E) est facilement un sous-espace vectoriel de £, (E, K).
Soient f € Ay(E), B = (81,...,,) Une base de E. On a déja vu que si on note (xy,j,..., Xy, j) les coordonnées de

n
X% € E dans la base 88, donc % = ) x; j&;, alors
i=1

n n
f(fl,...,fn)zf Z xil,lél-l,..., Z xin,né',-n = Z xil'l...x,-n'nf(é'l-l,...,é,-n)
i1=1 in=1

= Ip= lgil,...,ingn

mais comme ici f est alternée, on peut indexer la somme par 1 < iy, ..., i < n deux & deux distincts, ce qui revient
& prendre une permutation ¢ € &, telle que pour fout j, ij=o(j). On obtient alors

fG.0XE) = Y X1 --Xom,nf o). Ea(m)
e,

DETERMINANT - PAGE 5 SUR 19



[&1;
LycEe LECONTE DE LiSLE — LA REUNION HTTPS://MP2I.LECONTEDELISLE.RE 3

Comme f est aussi antisymétrique,

f(]?l,...,fn)z Z E(O‘)XU(I)J...XU(”)’" f(él,...,én)
geS,

E" — K
Ompess e (X1,...,Xpn) — Z (@) Xg),1+--Xo(n),n
eSS,
On a que pour tout fe Ay(E), f=f(%)-d et donc Ay, (E) < Vectd.
Montrons que d € A, (E).
m La n-linéarité vient de la linéarité I’application qui & un vecteur x associe sa i® coordonnées dans 4.

m Pour montrer qu’elle est alternée, on montre qu’elle est antisymétrique :
A1y Zjyen Bjyoos X)) = =A@y iy oy )

avec le changement d’indice ¢’ =g o (i j).
Donc Ay, (E) = Vectd.
Dernier point : d # 0 : il suffit de vérifier que d (%) = 1. |

Remarque

R4 — Deux formes n-linéaires alternées sur E sont donc toujours proportionnelles.

m DETERMINANT D’UNE FAMILLE DE VECTEURS

Il Définition

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, 9 une base de E. Il existe une unique forme n-linéaire
alternée sur E dont I'image de % est égale & 1.

Démonstration

f=Ad et f(¥8)=21donc f=d. [

Définition 3 : déterminant dans la base %

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, 2 = (é4,...,é,) une base de E.

On appelle déterminant dans la base 2 |'unique forme rn-linéaire alternée sur E notée dety telle que
detyz(AB) =1.

Sipour 1< j<n, Xj€E de coordonnées (xy,j,..., Xp, ;) dans 2, alors

detg(X1,...,%n) = Y, €(0)Xg)1---Xo(m),n
geS,

’

X1.1 X1,n
On note detg(X1,...,%,) =

Xn1 -+ Xpn
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Remarque
R5 - On place dans les colonnes les coordonnées dans % des vecteurs de & :

— selon é;

R R — selon é
det»(X1,...,Xn) =

— selon g,

R6 — Un déterminant est nécessairement carré.
R7— VfeAy(E), 34, f=Adety. Deplus, 1= f(%A).
R8 — Par définition, le déterminant est n-linéaire alterné. En particulier, le déterminant d’une famille liée est nul.

R9 — Interprétation géométrique du déterminant : on peut démontrer que
m si i, 7 € R?, % la base canonique de R?2, alors detg(il, ) est I'aire orientée du parallélogramme construit
surzetv;
m si 4,7, € R?, 2 la base canonique de R3, alors detg(il, 7, i) est le volume orienté du parallélogramme
construit sur @, 7, w.

Exemple
E8 — Sin=2,0n frouve detg(X1,X2) =x1,1X2,2 — X2,1X1,2.

E9 — Sin=3,laformule s’appelle régle de Sarrus. Elle est facile & retenir, mais I'usage en est proscrit : un déterminant,
¢a se factorise (pour savoir si la famille est libre), c’est exactement I'inverse de ce que fait cette formule.

E Propriétés

Propriété 4 : du déterminant d’une famille de vecteurs

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, 2,9’ des bases de E.

() Formule de changement de base :
det i = det gz (9B) det gg.

(i) detg (') #0 et detgy () = (detzs (') .
(iify (%1,...,%,) estlibre/une base de E si et seulement si detg (%, ..., %,) # 0K.

Démonstration

(|) det@/ € An(E)
(i) On applique (i) & 4.

(i) Un sens déja vu. Pour I'autre, c’est le caractére alterné du déterminant. [
Remarque
R10 - Dans le plan, le déterminant permet de caractériser la colinéarité.
. L . . X — X0 a
Par exemple, une droite passant par A(xy, yo) et dirigée par ii(a, f) a pour équation =0.
Y=y B

R11 - Dans I'espace, le déterminant permet de caractériser la coplanérité.
Par exemple, un plan passant par A(xg, yo,z0) et dirigée par ii(a,B,y) et v, p,y) a pour équation
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X—Xx) a «
y-yo B p'|=0.

Z2=20 Y Y

m DETERMINANT D’UN ENDOMORPHISME

On fixe E un K-espace vectoriel de dimension finie n et 2 une base de E.
Il Définition

Soit ue L (E). Alors detg(1(9B)) ne dépend pas de 2.

Démonstration

Soit f(X1,...,%n) =detg(u(X),..., u(Xn)). Alors f e Ay (E) car u est linéaire et detg est n-linéaire alterné.
Donc f = (%) detyg = detg (1u(B)) detyz et donc

detgz (u(B)) detz (B') = f(B) = detz(u(B")) = detz (B') det gy (u(B))

et on conclut car detg (") # 0. [ |

Définition 4 : Déterminant d’un endomorphisme

Soit u e Z(E). On appelle déterminant de u le scalaire detu = detz(1(2)) ol £ est une base quelconque
de E.Si B =(éy,...,8,),

detu =detg,, ) (U(é1),..., u(E,)).

E Propriétés

Propriété 5 : du déterminant d’un endomorphisme

() Siue L(E),V (..., %) € E,

detg(u(%1),..., u(X,)) = detu x detgg (X1,..., Xn).
(i det(idg) = 1.
(i) Yu,ve £L(E), ,det(uov)=detuxdetv.
(V) /\ YueZ(E), VAekK, det(Au)=A"detu.
(V) Soit ue L(E). ue 4 (E) < detu #0.
(Vi) det: (9£(E),0) — (IK*, x) est un morphisme de groupes.
(viiy Siue94L(E), det(ut)=(detu)™t.

Remarque

R12— A\ detn’est paslinéaire : det(u + v) # detu+detv en général. Exemple : +idg en dimension impaire.
R13 - Le noyau du du morphisme de groupes det: (4.£(E),o) — (K*, x) est appelé groupe spécial linéaire de E :

S L(E)={uec £L(E), detu=1},
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sous-groupe de (9. £ (E),o).

Démonstration

(i) f dansla preuve précédente.
(i) det(idg) =detgp(A) =1.
(i) découle de (i).
(iv) n-linéarité.
(V) ue9¥(E) = u(®) base de E < detu #0.
(vi) Conséquence de (iii).
(vii) Propriété de morphisme de groupes.

m DETERMINANT D’UNE MATRICE CARREE

Il Définition

On fixe ne IN*,

Définition 5 : déterminant d’une matrice carrée

Soit Ae 4, (K), A= (a; )i jen,. On définit le déterminant de A par

ayl ... Qin
detA=| : <= Z e@agmy,1---Aomny,n-

: 0eG,
Aan,1 An,n

Remarque

R14 — Dans chague ferme de la somme, on choisit exactement un terme par colonne et par ligne.

E Propriétés

Propriété 6 : du déterminant d’'une matrice carrée

() SiC,...,Cy, soONt les vecteurs colonnes de A et & la base canonique de 1 (K), det A=detg(Cy,...,Cp)

(i Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, u e £(E) représenté par A dans une base de E
alors det A = detu.

(i detI, =1.
(iv) Si A,Be . ,K), detAB = det AdetB.
v) /\ SiAe,(K) et LeK, det(AA) = A" det A.

(Vi) det AT =det A qui est donc aussi le déferminant de ses lignes dans la base canonique.
(Vi) 4£,0K) ={A€ M,(K) | det A#0}.

(viily det: (4% ,(K), x) — (IK*, x) est un morphisme de groupes.
(iX) Si A estinversible, det(A™!) = (detA)~".

(x) Des matrices semblables ont méme déterminant : le déterminant est un invariant de similitude.
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Remarque

R15— A det(A+ B) # det A+det B en général : det n’est pas linéaire.

R16 — Le noyau du du morphisme de groupes det: (¥.£,K), x) — (K*, x) est appelé groupe spécial linéaire d’ordre
n.

L LK) ={Ae Mp(K), detA=1},
sous-groupe de (9%, (K), x).

Démonstration
(i) & (v) définitions puis conséquences des propriétés du déterminant d’un endomorphisme. (vi)

n
det(AT)= ) e@arom)---nom= 2, €[] aiowm
eSS, 0eS, i=1

n
=) e@[] ag1,= Y €0)ag-1(3y1---Bg-1(m)n
J’U(l)aeGn j=1 geS,

Y €@ agiay--- gy = detA.
o'=0~ €S,

S, —
Le dernier changement d’indice étant licite car " est bijective.
g — 0
(viii) : par (iv).
(ix) : par morphisme de groupe ou det(A™!) x det A=det(A™! x A) =detl, =1.

(x) Deux matrices semblables représentent un méme endomorphisme dans deux bases différentes ou
det(P~1AP) = detP~! det Adet P = det A.

m CALCULS DE DETERMINANTS

I'.l Opérations élémentaires

Propriété 7 : déterminant et opération élémentaire

() Siune ligne ou une colonne est nulle, ou une combinaison linéaire des autres, le déterminant est nul.
(i On ne change pas le déferminant avec les opérations

Li‘_Li"'Z/lkLk ou Cj<—Cj+Zﬂka
k#i k#i
(fransvections successives.)
(D] A En multipliant par A une ligne ou une colonne, on multiplie par A le déterminant.
(iv) Si on échange deux lignes ou deux colonnes, on multiplie le déterminant par -1.

Plus généralement, sion permute les lignes ou les colonnes avec une permutation o € &,,, on multiplie
le déterminant par e(o).

dl. (%) dl. (0)

(V) =] :dlx...xdn.
(0) dn| | e

Remarque

R17 — A Pas d’opération du type L; — AL; +uL; car cela modifie le déterminant.
R18 — On retrouve trés facilement le critére d’inversibilité des matrices triangulaires.
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Démonstration

II suffit de raisonner sur les colonnes quitte a transposer.
() detg est alterné.
(i) Parlinéarité par rapport & la je colonne, et par caractéere alterné,

detgg Cl,...,Cj+ Z/lka,...,Cn =det(Cy,...,Cp) + Z Aidet(Cl,...,Ck,...,Ck,...,Cn)
k#j k#j

=0
(i) Linéarité par rapport & la i® colonne.

(iv) Anti-symétrie.

(V) Dans Y e@)agqa)---ao(m,n- 1€ seul terme contenant éventuellement des coefficients non nuls est celui pour

geS,
o=id (6(1) =1, puis o(2) =2, etc.).

Exercice 1
a. (b)
Si (a,b) e K? et n>2, calculer . .
b a

Avec C; — Y C; puis L; — L;—L; :

a+n-1)b b ... b 1 b .. b
a. (b) : :
" : a, (b) . (b)
] = : =(a+(n-1b)|:
(b) “a : e : -
a+(n—-1)b (b) ‘a 1 (b ‘a
1 b b
0 a-b (0)
=(a+(n-1b)|: =(a+@n-1b)(a-n" .
0 (0 “a-b

Exercice 2
2b b—a-c 2b
Factoriser A=|a—b-¢ 2a 2a
2c 2c c—a-b

Avec Ci—Cj-C pUiS Ly — Y. L; pUisS Ly — Ly + L3 :

2b —(a+b+c) 0 2b -1 0

A=la-b-c a+b+c a+b+c =(a+b+c)2 a-b-c 1 1

2c 0 —(a+b+c) 2c 0 -1
a+b+c 0 0 1 0 0

:(a+b+c)2a—b—c 1 :(a+b+c)3a—b—c 1 1

—

2c 0 -1 2c 0 -1
1 0 0

=(a+b+03|la-b+c 1 0|=—(a+b+0)5.
2c 0 -1
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E Développements

ﬂ Mineurs et cofacteurs

Définition 6 : Mineurs, cofacteurs, comatrice

Soient Ae #,(K), i,j€[1,n].
s On appelle mineur d’indice (i, j) le déterminant A; ; obtenu en retirant L; et C; & A.
m On appelle cofacteur d’indice (i, j) le nombre C; j = (-1)'*/A; ;.
m On appelle comatrice de A la matrice de ses cofacteurs :

A=ComA= (Cijij= ((—l)Hin,j)

i,j

Exemple

1 2 -1 1 -1 1
E10- SiA=| 0 1 1| alorsComA=|-8 2 -4].

-1 2 3 g =l 1

. N ; = o f , ] (o
Pour les signes & mettre devant les cofacteurs, c’est facile : ils sont alternés, et + sur la diagonale. Ici : (; +

u Développement par rapport a une ligne ou une colonne

Propriété 8 : Développements d’'un déterminant

Soit Ae #,(K).
() Développement parrapporta L; : Siie[1,n],

n . .
detA= ) (-D"*A;a;;.
j=1

(i Développement par rapport & C; : Si je[1,n],

n . .
detA= Z (—1)’“A,‘,jai,j.
i=1

Exemple

E11 — Avec la matrice précédente :
m Développement par rapport & L : detA=1-2-1=-2,
m Développement par rapport & C, : detA=-2+2-2=-2,

Remarque

R19 — Plus il y a de zéros dans la ligne/colonne par rapport & laquelle on développe, plus c’est intéressant !
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Démonstration

Sur les colonnes (il suffit de transposer pour passer aux lignes.)

Par n-linéarité du déterminant par rapport & ses colonnes, comme C; =} a; je; OU e; = 1| detA= > a;jD;;
i=1 i=1

ain ... a1,j-1 0 ay,j41 ... Ain
: s O ¢ :
avec Di,j =|ai1 - ajj-1 1 ajjy1 - Qin|.
. S .
an,1 - anp,j-1 0 Ap,j+1 - An,n

En appliquant une permutation ¢ = (jj+1---n) de signature (-1)"=J aux colonnes puis une permutation
o =(ii+1---n) de signature (-1)"~* aux lignes, on obtient

Ll e @nj-1 A - dn 0 a .. @j-1 a1 - aip 0
o : : 0 .. ai—.l,l ai—l.,j—l ai—l.,j+1 “i—.l,n 0
D,-yj =" ain o aijo1 G o Gin 1| = (=1)1 | @is11 e Gis1,jo1 Gi1je1 - Giv1n O],
: g g 10 g : : 2 8
. . . .o an1 .. Quj-1 Apj+1 - Apn O
ar'z,l an,‘j—l an,.j+l ﬂr;,n(') @il e Qij-1 Gijel - Gin 1
En notant m; ; les coefficients de cette dermiére matrice, on a alors, éfant donné que seul le dermier coefficient
de la derniéere colonne est non nul :

D;j=CD" Y e@moay1-Momn =D Y e(@mgay1 - Mo(n-1),n-1

0eG, €Sy,
o(m=n
=D Y e@may Men-1),n-1= DA
€S 1

En effet:
m les permutations induites par les permutations de &, telles que o (n) = n décrivent toutes les permutations de
&,-1. et elles ont méme signature car méme nombre d’inversion,
m A; ; désigne le mineur de A car on ne considére plus ceefficients de la demiére ligne : on obtient donc
directement le déterminant de la matrice extraite de A sans L; ef sans C;.

Exercice 3
1 1
-1 . (0)
Calculer D, = e
() 1
n
n 1 1
1 ... .1 1 )
.. 0 1 (0) ..
-1 OIE -1
Dy = = -1 =n =n
(0) 1 : ) 1
0 (0 -1 1

avec C; — Y. C; puis un développement par rapport & C.
On aurait aussi pu développer par rapport & C, et obtenir D, =D, +1, et comme D; =1, on retrouve D;, = n.

Remarque
R20 - On refrouve facilement, par récurrence, en faisant des développements par rapport & la derniére ligne,

dy () dy (%)

:dn :...:dlx...xdn'

©  dn ©  du
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Déterminants par blocs

Propriété 9 : Déterminant de matrice triangulaire par blocs

Soient Ae ., (K) et B e 4, (K), alors

A (%) A (0

=det A-detB.

0 B (x) B

Remarque

R21 — A méme lorsque toutes les matrices sont carrées, # det Adet D — det BdetC ou autre det(AD — BC) en

C D
général! (cfTD)
Démonstration
m Premiére méthode : Soit la forme r-linéaire alternée
Ci|--+|Cn (%)
d:(Cy,...,Cp)— .
0) B

On a alors d = d(%) detg oU % est la base canonique de K”.

*)
=d (%) det A.
0 B

Donc, en appliquant d aux colonnes de A,

In

(0)
m Deuxiéme méthode : On remarque que (multiplier & gauche par une matrice diagonale (par blocs) revient
& multiplier les blocs-lignes par les blocs diagonaux correspondants)

A C I, (0) A C
= X 0
o B/ \©@ B] \O® I,

les déterminants des deux matrices se calculant facilement par développement successifs par rapport &
C, /derniere ligne.

*)
Or d(28) = =detB en effectuant n développement successifs par rapport a la premiére colonne.

ﬂ Déterminants de Vandermonde

Propriété 10 : Déterminant de Vandermonde

Soient x1,...,x, €K,

1 x X xi 1 1 1
1 x x5 ... xp! X Xy ... Xp
VX,.coxn) =0 =l : N EE | B CTEE)
c o : X : : 5 1<i<j<n
1 xp, xfl x,’{_l x?‘l xg‘l xZ‘l
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Démonstration

m Premiére méthode : Soit P le polyndme P =V (x1,...,x,-1,X) (C’en est bien un}).

En développant par rapport a e (premiere expression), on a alors
n A .

p=Y (—1)““1D,,,]‘XJ‘1 ou les D, ; ne confiennent pas X, donc P € K;-1(X]. De plus, xy,...,x,-1 sont
j=1

racines de P.

Donc ona A€ K tel que P = A(X—x1)--- (X —x,_1) oU A est le coefficient en X" 1 : c’est le mineur égal &
V(x1,...,Xp—1). Ainsi,
VX1, Xp) =V, Xnm1) [ Gon—xp).
1<i<n
On conclut alors par récurrence (facilement initialisée).
m Deuxiéme méthode : Avec C; — C; - x,C;_; en commengant par la derniere :

1 x x% ... x{“l 1 x1—-xp, x101—Xn) ... xi’_z(xl —Xp)

1 x x% xg_l 1 x—-xn x2000—Xp) ... xg_z(xl —Xn)
V(xi,...,xn) =|- : : . = . . .

1 X, x5 ... XY oh 0 0 0

Donc, en développant par rapport a L, et factorisant,
n-1

V(. xn) = (D" G =2 Vi, X0—1)
i=1

et on conclut par récurrence.

Remarque
R22 — V(x1,...,Xxp) # 0 si et seulement si les x; sont deux & deux distincts.

Exercice 4

Calculer le rang de

1 131 132

Remarque : Interpolation de Lagrange

R23 — On cherche un polynéme P € R, [X] tel que pour tout i € [0,n], P(x;) = y;, les x; étant deux & deux distincts.

2 n
1 Xxo Xy e X
1 x x2 ... xP
Sil'on écrit P=ag+a X +---+ap X", cela revient a résoudre un systéme de matrice ! ! quia
1 %, %2 ... x"

bien une et une seule solution.
II's’agit d’ailleurs de la matrice représentant dans les bases canoniques I'endomorphisme P — (P(xg),..., P(xn)).
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m APPLICATIONS DES DETERMINANTS

Il Formule de la comatrice

Propriété 11 : Formule de la comatrice

Soit Ae #,(K). Alors
Ax (ComA)T =(ComA)T x A=det(A)-1,.

, , , 1
Si, de plus, A est inversible, alors A~ = =Y (Com A)T.
&

Démonstration

n n Lo
Sij,ke[1,n], (ComAT x A)jyk =) ((ComA)T)j’iai,k: > DA a .
i=1 i=1
Ainsi, si k = j, on reconndit le développement par rapport & C; du déterminant de A, donc les ccefficients
diagonaux de (Com A)T x A valent fous det A.

Sinon, cela ressemble au développement d'une matrice A’ dont toutes les colonnes sont celles de A sauf Cj
qui a été remplacée par Cy.

On a alors det A’ = 0 par caractére alterné du déterminant.

n .
Le développement par rapport & C}. s'écrito= Y (-1'*A
i=1
Or dans A’l. j-ona supprimé la colonne C;., donc les ceefficients correspondent exactement & ceux de A, donc
A

Al.,j =Aj,j.

De plus, pour fout k, a; j= ik

/ !
i’jai’j.

n .
Finalement, si j#k, } (-D'*/A; ja; ;. =0.
i=i
Ainsi, (ComA)T x A=det(A)-I.
Pour I’autre relation, il suffit de raisonner sur les lignes plutdét que sur les colonnes.

Exemple
) a b da -c ) ) ) 1 da -b
E12- Sin=2 A= ,ComA= et si A estinversible A™! = .
c d -b a ad—bc\_o 4
Remarque

R24 — Intérét théorique, et pratique seulement si n =2 ou 3.

E Polyndme caractéristique (Spé)

On rappelle que 1€ K est valeur propre de A€ 4, (K)

si ef seulement s’il existe X € 4,1 (IK) non nul tel que AX =X,

si et seulement s'il existe X e .4, 1 (K) non nul tel que (A-AI,)X =0,
si et seulement si Ker(A— AIy) # {0},

si et seulement si A— A1, n"est pas inversible,

si et seulement si det(AI,, — A) #0.
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Définition 7 : Polynéme caractéristique

Soit A e .4,(K). On appelle polyndme caractéristique de A le polynéme y 4 € K[X] tel que pour tout
LeK, ya(W) =det(Al, — A).

Alors Sp(A) (ensemble des valeurs propres) est exactement I'ensemble des racines de y 4.

On définit de méme y, € K[(X] tel que pour tout A € K, y, (1) = det(Aidg —w)pour u € £(E) polyndbme
caractéristique de u qui est le polyndbme caractéristique de n‘importe quelle matrice représentant u.

Propriété 12 : Coefficients du polynéme caractéristique

Soit Ae 4, (K). x4 est de degré n, unitaire, de terme constant (-1)"det A et de ccefficient en X"~ égal
a —trA.
ga=X"—(trAHX" 4. 4 (-1)"det A.

Remarque

R25 — Si y 4 est scindé, la somme et le produit des valeurs propres (comptées avec multiplicité) valent respective-
ment tr A et det A d’apres les relation coefficients-racines. Ce qui est évident si A est diagonalisable, n’est-ce
pas? (tr et det sont des invariants de similitude, y en est aussi un')

R26— Sin=2, ya=X?-(trA)X +detA.

Démonstration

A—ay; (—ai,j)
1Al = = Y e@mgay- Mom),n
. e,

(—“i,j) A=ann

ou les m; ; sont des polyndmes de degré o (s'il vaut —a; ;) ou 1 (s'il vaut A -a; ;) en A.
On a donc ya € K, [X]. On remarque que si o #id, on a au moins deux termes constants dans le produit (car o
injective), donc
Xa=X-a11) - X—ann)+Q

OuU degQ < n—2. Soit encore

n
xa=X"=Y a;; X" '+Q=X"-wAHX"+Q
i=1

oU degQ; <n-2.
Donc y 4 est de degré n, unitaire et de coefficient en X! égal & —trA.

Le coefficient constant est y 4(0) = det(—A) = (-1)" det A. [ |

Exercice 5
5 1 -1
Diagonaliser A=|2 4 -2f.

1 -1 3
A-5 -1 1 -1 1 A-3 -1 1 A-3

A= -2 A-4 2 |=-|-2 A-4 2 |=-l0 A1-6 -201-49)
=il 1 A-3 A-5 -1 1 0 X-6 (A-4)?
=1 1 A-3

=-/0 A-6 —2A-4) |=A-2)(1-4)(A-6)
0 0 A-2)(1-4)

Avec Ly < L3, puis Ly — Ly —2L1, PUiS Ly — L3+ (X —5)L; puUis Ly — L3 — Ly.
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Donc ya=(X-2)(X-4)(X-6) ef Sp(A) = {2,4,6}.
Puis
m On détermine E»(A) en regardant A-21I3 = @ él :1%) qui est de rang 2 avec (Cy,Cy) libre et C, + C3 = (g) donc

par théoréme du rang, dimEx (A) =1 et (?) € E»(A) donc E»(A) :Vect[(ll)].

Ou bien & l'aide d'un systéme, les opérations étant les mémes que celles du calcul de ya() :

x -x+y-z = 0 x = 0 0
(y]EEg(A)«:> — donc Eg(A):Vect(l).
Z —4y+4z = 0 y = z 1

m On détermine E4(A) en regardant A—413 = (% (1)1 Z%) qui est de rang 2 avec (Cy,Cy) libre et C; +C3 = (g) donc

par théoréme du rang, dim E4(A) = 1 et ((1)) € E4(A) donc Ex(A) =Vect[(i)].
Ou bien a I'aide d’un systéme, les opérations étant les mémes que celles du calcul de y4(A) :

(;c/) EE4(A)<:>{ —-X+y+z
Z _2y

I 1]
o (=]
|
et
<= =
I 1]
(=) N

donc Ey(A) = Vect((i)).

m On détermine Eg(A) en regardant A—613 = (_%1 J% :é) qui est de rang 2 avec (Cy,Cs3) libre et C; +Cy = [§) donc

par théoréme du rang, dim Es(A) = 1 et (i) € Eg(A) donc Eg(A) :Vect[(%)].

donc Eg(A) :Vect(i).

z =0

Ou bien a I'aide d’un systéme, (Z) € Fg(A) < {
z =0

-x+y+3z = 0 {x =y
—

On vérifie que ((

o

1 1 . . 011
)((1)) , ((1))) est une famille libre car h <1) 6‘ #0, donc une base de vecteurs propres et la formule

2 0 0 0 1 1
de changement de base donne A=pPDP'avec D=|0 4 o|etP=|1 0o 1|

0 0 6 1 1 0

Remarque
R27 — A propos d’équation caractéristique ?

EDL, :

f"=af'+bf
!
0 1
seréécrit Y/ = ! = ! = AY.
f/ b a fl
——
A

Suites récurrentes d’ordre 2 :
Up+2 = AUp+1 +bup

L Up+1 0 1 Up
se réécrit X411 = = = AXj.
Un+2 b a)\up1

——
A

On calcule y4 = X? - aX - b : équation/polyndme caractéristique.

Dans tous les cas, méme si A n'est pas diagonalisable, on peut se placer dans C (il y a deux valeurs propres

A1 ox

avec multiplicité) et compléter un vecteur propre en une base de €2, écrire A = P( )P‘l et retrouver

0 A
les résultats connus.

R28 — Le théoreme de Cayley-Hamilton (au programme de Spé) dit que y 4 est un polyndbme annulateur de A :
xa(A) =0p.
A det(A x I, — A) = det0 = 0 n"est pas une démonstration valable 11!
Par exemple, toute matrice de - (K) vérifie A2 — (tr A)A+ (det A)I» = 05.
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Exercice 6 : CCINP 63
Soit un entier » > 1. On considére la matrice carrée d’ordre n a coefficients réels :

2 =1 0reeeeees 0
-1z -1

An=l0. -1 0

A T

Moocoocooa i 0 -1 2

Pour n > 1, on désigne par D, le déterminant de A,,.
1. Démontrer que D;.» =2D; 1 - Dy,.
2. Déterminer D,, en fonction de 7.

3. Justifierquela-matriceA-est-diagonalisable. Le réel 0 est-il valeur propre de A,,?

1. C’est un déterminant tri-diagonal, il suffit de développer selon la premiéere ligne.

-1 -1 0)
0 2 =ll
Dp42=2Dp41+ -1 2
=]l
0) -1 2

Puis, en développant le second déterminant obtenu selon la premiére colonne, on obtient D,,42 =2Dy, 41— Dy,.

2. (Dn)p31 est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caracteéristique r2—2r+1=0.
Donc, son terme général est de la forme D, = (An+pu) x 1",
Puisque D; =2 et D, =3, on obtient D, =n+1.

3. Dp=n+1#0donc A, estinversible.
Donc I'endomorphisme canoniquement associé a A, est injectif.
On en déduit que 0 n"est pas valeur propre de Aj,.
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