“ APPLICATIONS MULTILINEAIRES

Il Définition

Définition 1 : Application n-linéaire

Soit K corps commutatif, ne IN*, E,F des
K-espaces vectoriels.

Une application f : E" — F est dite n-
linéaire lorsque pour tout (%;,...,%,) € E", et
fout i€ [1,n].

E — F
fit| L .
x — fCG..Xi-1,% Xi41,.-., Xn)
est linéaire. (Linéarité par rap-

S

port 4 la i® variaoble.) c’est-a-dire
V(X1,...,X) €E", Vie[l,n], VX,y€E, VAeK,

f(fln-~y5€’i—1)55+/1J7,55i+1,---,55n)
:f(xlw-~rxi—lyxyxi+ly~'~lxn)
+Af(jel)'-")_Ei—l)j;!jei+l’-~-!521’1)
On note &, (E,F) I'ensemble des formes n-
linéaires.

Lorsque F = K, on parle de forme n-
linéaire.

Remarque

R1- Une application n-linéaire se développe
comme un produit : par exemple, si f est
bilinéaire,

flaX+px,yy+6y)=

R2- %,(E,F) # L(E",F)! Si, par exemple, n=2
et f bilinéaire alors :

fGEHAT, §+A7) =

tfandis que si f est linéaire,

FEHAT, FHAT) =

27

Déterminant

Exemple

E1- L'application nulle est n-linéaire.

E2 — Le produit (x1,...,x,) — x1 x---xx, sur K", sur
A, (K), est n-linéaire.

(L(E)? — ZL(B) o
E3 - est bilinéaire.
(u,v) —  Uov
E4 — Le produit scalaire usuel (X, y) — x1y1 + X2 )2
est une forme bilinéaire sur R2.
b
E5- (f,8) — f f(ng(rdr est une forme bili-

a
néaire sur €([a, b]).

Remarque

R3- Si E est de dimension finie n, f est n-
linéaire sur E, 8 = (é4,...,8,) une base de
E, et si on note (xyj,...,xp,;) l€s coordon-
nées de X; € E dans la base %, donc

n
fj = Z x,-,jé’,-, alors
E=ll)

f(fl,...,k’n) =

E Propriétés

Propriété 1: Espace vectoriel de applica-

tions n-linéaires

() Si feZL,EF) etsil'un des %; est nul,
f(jély-'-)jén) :6F'

(i <,(E, F) est un KK-espace vectoriel.

Formes n-linéaires symé-
triques, antisymétriques, alter-
nées
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E désigne un K-espace vectoriel, et ne IN*,

Définition 2 : Symétrie, antisymétrie et ca-

ractéere alterné

Soit f e £, (E, K).
n [ est dite symétrique si et seulement si
Y (X1,...,Xn) EE", Yi#],

m [ est dite antisymétrique si et seule-
ment si V (%,...,X,) € E", Vi# ],

m [ est dite alternée si et seulement si
Y (X1,...,Xn) EE", Yi#],

Exemple

(R?)2 — R
E6— f:

(X, 9) — x1y2—xn

R?»? — R
E7—f:( )

X,y — xix2+ny

Propriété 2 : Caractérisations

Soit f € Lu(E K).

() f est symétrique si et seulement si
Yoe&,, V(,..., X,)eE",

(i f est antisymétrique si et seulement si
Yoe&,, V(&,..., X,)eE",

(iiy f est alternée si et seulement si
Y (X1,...,%n) € E",

[&]:
HTTPS://MP2I.LECONTEDELISLE.RE ":E‘,E,E

Propriété 3: Alternée < antisymétrique

Soit f € 4,(E,K). Si f est alternée, alors f
est antisymétrique.

La réciproque est vraie si IK n’est pas de
caractéristique 2, c’est-a-dire si 2 # 0.

ﬂ L'espace A, (E)

Ici, E désignera un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie, n = dimE € IN* avec K commutatif qui
Nn’est pas de caractéristique 2.

Notation 1: (maison)

On note A, (E) I'ensemble des formes n-
linéaires alternées sur E.

Théoréme 1 : fondamental de la théorie du

déterminant

Sin=dimE, I'ensemble A, (E) des formes
n-linéaires alternées sur E est un K-espace
vectoriel de dimension 1.

Remarque

R4 - Deux formes n-linéaires alternées sur E
sont donc toujours proportionnelles.

m DETERMINANT D’UNE FAMILLE

DE VECTEURS

Il Définition

Soit E un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie n, 8 une base de E. Il existe une
unique forme n-linéaire alternée sur E dont
I'image de & est égale a 1.

Définition 3 : déterminant dans la base %

Soit E un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie n, 8 = (¢é;,...,¢é,) une base de E.

On appelle déterminant dans la base %
I'unique forme n-linéaire alternée sur E no-
tée dety telle que detg(28) = 1.
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Sipour 1< j<n, X € E de coordonnées
(x1,j,..-,%p,j) dANs 98, Alors

E Propriétés

det@(?cl,...,?cn) =

Propriété 4 : du déterminant d’une famille

x1,1. B de vecteurs

On note detg(Xi,...,Xn) =| - <. Soit E un K-espace vectoriel de dimen-

3 ° c sion finie n, 98,98’ des bases de E.
x”yl cos x”'n

() Formule de changement de base :

Remarque

. , B
R5 - On place dans les colonnes les coordon- (i) detes (‘% ) #0 of detgg (%) =
nées dans 2 des vecteurs de & : (ziiiy (%1,...,%,) est libre/une base de E si et

seulement si
— selon g

. . — selon é,
detg(X1,...,Xn) =

— seloné, Remarque

1 1 R10 - Dans le plan, le déterminant permet de
caractériser la colinéarité.

Par exemple, une droite passant par

) . ) . A(xo, yo) et dirigée par i(a, f) A pour €quo-
R6— Un déterminant est nécessairement

carré. e e
R7— VfeA,(E), 31, f=Adetg. Yy=Yo P
De plus, 1 = f (). R11 - Dans I'espace, le déterminant permet
R8 — Par définition, le déterminant est n- de caractériser la coplanérité.
linéaire alterné. En particulier, le détermi- Par exemple, un plan passant par
nant d’une famille liée est nul. A(xo, y0,20) et dirigée par i(a,B,y)

R9 — Interprétation géométrique du détermi- et b@.py) a pour  équation

nant : on peut démontrer que x-x a a
m si i, 7 e R?, 2 la base canonique de R?, =y B B|=0.
alors detg(ui, 1) est |I’aire orientée du pa- 0
rallélogramme construit sur z et v; z=z0 v Y
msi i, € R?, 2 la base canonique
de R3, alors detg (@i, U, ) est le volume
orienté du parallélogramme construit

sur i, v, w.
&
m DETERMINANT D’UN ENDO-
MORPHISME
EXSIRIS On fixe E un K-espace vectoriel de dimension
E8 — Sin=2,0n frouve detg (%, %) = finie n et 2 une base de E.
E9 - Si n =3, la formule s’appelle regle de Sar-
rus. Elle est facile & retenir, mais I'usage en n Définition

est proscrit : un déterminant, ¢ca se facto-

rise (pour savoir si la famille est libre), c’est

exactement l'inverse de ce que fait cette

Ll Soit ue £ (E). Alors detg(u(%)) ne dépend
pas de 4.
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Définition 4 : Déterminant d’un endomor-

phisme

Définition 5 : déterminant d’une matrice
carrée

Soit ue Z(E). On appelle déterminant de
u le scalaire detu = detg(1(%8)) oU % est une
base quelconque de E. Si B = (é4,...,é,).

detu =

E Propriétés

Propriété 5 : du déterminant d’un endomor-

phisme

() Siue L(E), Y (%,...,%n) €E,
detg (u(Xy),..., u(X,)) =

(i det(idg) =

(i) Yu,ve L(E), ,det(uov) =

(V) /\ VYueZL(E), VAekK, det(Au) =
(v) Soit ue £(E). ue 44 (E) =

(Vi) det : (YL(E), o) — (K*,x) est un mor-
phisme de groupes.

(Vi) SiueG£L(E), det(ut) =

Remarque

R12- /\ det nest pas linéaire
det(u+v) # detu+det v en général. Exemple :
+idg en dimension impaire.

R13 - Le noyau du du morphisme de groupes
det: (9Z(E),0) — (IK*, x) est appelé groupe
spécial linéaire de E :

FLE)={ue L), detu=1},

sous-groupe de (4% (E),o).

m DETERMINANT

TRICE CARREE

D'UNE MA-

Il Définition

On fixe ne IN*,

Soit Ae 4, (K), A= (a; )i jen,. On définit le
déterminant de A par

aLl al,n
detA=| - . C =

ap,1 .an,n
Remarque

R14 - Dans chaque terme de la somme, on
choisit exactement un terme par colonne
et par ligne.

E Propriétés

Propriété 6 : du déterminant d’une matrice

carrée

() Si Cy,...,C, sont les vecteurs colonnes
de A ef # la base canonique de
./%n,l (K), det A=detg(Cy,...,Cp).

(i Soit E un IK-espace vectoriel de dimen-
sion finie n, u € £ (E) représenté par A
dans une base de E, alors det A = det u.

(ziify detI, =
(V) Si A,Be #,(K), det AB =
V) /\ SiAety(K) et LeK, det(AA) =
(Vi) detAT =
(Vi) 4% ,(K)={A€ 4,(K) | detA #0}.
(viiiy det : (4<£,0K),x) — (K*, %) est un mor-
phisme de groupes.
(iX) Si A estinversible, det(A™) =
(x) Des matrices semblables ont méme de-

terminant : le déterminant est un inva-
riant de similitude.

Remarque

R15— /N\ det(A+ B) # det A+det B en général :
det n"est pas linéaire.

R16 — Le noyau du du morphisme de groupes
det : (9¥,K),x) — (K* x) est appelé
groupe spécial linéaire d’ordre n :

S LK) ={A€ My,(K), detA=1},

sous-groupe de (¢.%,(K), x).
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m CALCULS DE DETERMINANTS

II Opérations élémentaires

Propriété 7 : déterminant et opération élé-

mentaire

() Si une ligne ou une colonne est nulle,
ou une combinaison linéaire des autres,
le déterminant est nul.

(i On ne change pas le déterminant
avec les opérations

Li‘_Li"'Z/lkLk ou Cj‘_Cj"'ZAka
k#i k#i

(fransvections successives.)

(i /A En multipliant par A une ligne ou
une colonne, on multiplie par A le dé-
ferminant.

(iv) Sion échange deux lignes ou deux co-
lonnes, on multiplie le déterminant par
-1.
Plus généralement, si on permute les
lignes ou les colonnes avec une per-
mutation o € &,, on multiplie le déter-

minant par (o).

di ()| |di (0)

N I e R
© | [0
Remarque
R17 - A Pas d’opération du type

Li — AL; + pL; car cela modifie le dé-
terminant.

R18 — Onretrouve trés facilement le critére d’in-
versibilité des matrices triangulaires.

Exercice 1
a. (b)
Si (a,b) e K2 et n > 2, calculer

B a

VERSION DU 7 JUIN 2023

Exercice 2
2b b—a-c 2b
Factoriser A=|a—b-¢ 2a 2a

2c 2c c—a-Db

E Développements

n Mineurs et cofacteurs

Définition 6 : Mineurs, cofacteurs, coma-

trice
Soient Ae #,K), i,j€[1,n].
s On appelle mineur d’indice (i, j) le dé-
terminant A; ; obtenu en retirant L; et
Cj O A.
s On appelle cofacteur d'indice (i, j) le
nombre Ci,j = (—1)i+jAl'yj.
s On appelle comatrice de A la matrice
de ses cofacteurs :
A=ComA=(Cy )= ((—D’”Ai,j)

ij

Exemple
1 2 -1
E10- SiA=|0 1 1 | clorsComA=

-1 2 3

Pour les signes & mettre devant les cofac-
teurs, c’est facile : ilf §o+n’r alternés, et + sur
la diagonale. Ici : (; + ;).

H Développement par rapport & une
ligne ou une colonne

Propriété 8 : Développements d’'un déter-
minant

Soit A€ My (K).

() Développement par rapport a L; : Si
ie[1,n],
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(i Développement par rapport & C; : Si
jelLn],

Exemple

E11 - Avec la matrice précédente :
m Développement par rapport a L :
detA=
m Développement par rapport & C,
detA=

Remarque

R19 — Plusily a de zéros dans la ligne/colonne
par rapport & laquelle on développe, plus
c’est intéressant!

Exercice 3
1 . 1
=ll (0)
Calculer D, =
(0) -1 1
n
Remarque

R20 — On refrouve facilement, par récurrence,
en faisant des développements par rap-

port & la derniére ligne,
di (0 ()

=d, =.o=dyx--xdy.

©  dn ©  dp

Déterminants par blocs

Propriété 9 : Déterminant de matrice trian-

gulaire par blocs

Soient Ae 4, (K) et Be ,(K), alors

A (%) A (0)

=detA-detB.

0) B (x) B

[E;
HTTPS://MP2I.LECONTEDELISLE.RE ":E‘,E,E i
O sr=2)

Remarque

R21- /\ méme lorsque foutes les matrices

B
#det AdetD—detBdetC
C D

ou autre det(AD — BC) en général! (cf TD)

sont carrées,

ﬂ Déterminants de Vander-
monde

Propriété 10: Déterminant de Vander-

monde

Soient x1,...,x, € K,

V(xl)-“»xn) =

Remarque

R22 — V(xi,...,Xx,) #0Ssi et seulement siles x; sont
deux & deux distincts.

Exercice 4

Calculer le rang de

1 131 132

Remarque : Interpolation de Lagrange

R23 — On cherche un polynéme P € R,[X] tel
que pour tout i € [0,n], P(x;) = y;, les x;
étant deux & deux disfincts.

Sil'on écritP=ay+ a1 X +---+ a, X", celare-
vient & résoudre un systéme de matrice

DETERMINANT - PAGE 6 SUR 8


https://mp2i.lecontedelisle.re

J. Larochette

1 x xg X
1 x xf s . .

: qui a bien une et une
1 %, 2 .. xI

seule solution.

Il s"agit d’ailleurs de la matrice représen-
tant dans les bases canoniques |'endo-
morphisme P — (P(xg),..., P(x;)).

m APPLICATIONS DES DETERMI-
NANTS

II Formule de la comatrice

Propriété 11 : Formule de la comatrice

Soit Ae #,(K). Alors

Si, de plus, A est Iinversible, alors
ATt =

Exemple

) a b
E12- Sin=2, A=
c d

est inversible A™1 =

), ComA = eftsi A

Remarque

R24 — Intérét théorique, et pratique seulement
sin=20uS3.

E Polyndbme caractéristique
(Spé)

VERSION DU 7 JUIN 2023

On rappelle que A € K est valeur propre de

Ae My (K)

m Si et seulement s’il existe X € 4,1 (K) non nul
tel que AX =X,

m Si ef seulement s’il existe X € .4, (IK) non nul
tel que (A-AI,)X =0,

m si et seulement si Ker(A— AI,) # {0},

m Si et seulement si A- A1, n"est pas inversible,

m Si et seulement si det(A11, — A) #0.

Définition 7 : Polyndbme caractéristique

Soit Ae 4,(K). On appelle polynébme ca-
ractéristique de A le polyndme y4 € K[ X] tel
que pour tout A e K, ya(1) =

Alors  Sp(4) (ensemble des valeurs
propres) est exactement |I'ensemble des
racines de y 4.

On définit de méme y, € K[X] tel que
pour tout A € K, y,(\1) = pour
ue ZL(E) polyndbme caractéristique de u qui
est le polyndbme caractéristique de n’'im-
porte quelle matrice représentant w.

Propriété 12 : Coefficients du polynéme ca-

ractéristique

Soit A€ 4, (K). y 4 €st de degré n, unitaire,
de terme constant (-1)"detA et de coeffi-
cienten X" égal & —tr A.

Remarque

R25 — Si y. est scindé, la somme et le produit
des valeurs propres (comptées avec mul-
tiplicité) valent respectivement tr A et det A
d'aprés les relation coefficients-racines.
Ce qui est évident si A est diagonalisable,
n‘est-ce pas? (tr et det sont des invariants
de similitude, y en est aussi un!)

R26— Sin=2, ya=

Exercice 5
5 1 -1
Diagonaliser A=[2 4 -2|.
1 -1 3
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Remarque

R27 — A propos d’équation caractéristique ?

EDL, :
f'=af'+bf
seréécrit Y/ = (f) = (0 1) (f) = AY.
f/ b a f/
A

Suites récurrentes d’ordre 2 :

Ups2 = AUps1 + buy

L Up+1 0 1 Up
seréécrit X1 = = = AX,,.
Ups2 b al\up
——

A
On calcule ya = X?>-aX -b : équa-
fion/polyndme caractéristique.

Dans tous les cas, méme si A n"est pas dia-
gonalisable, on peut se placer dans C (il y
a deux valeurs propres avec multiplicité)
et compléter un vecteur propre en une

0 A
frouver les résultats connus.

R28 - Le théoréme de Cayley-Hamilton (au
programme de Spé) dit que y4 est un po-
lyndbme annulateur de A: ya(A) =0,

Par exemple, toute matrice de .4, (K) véri-
fie A% — (tr A)A+ (det A)Ir = 0,.

/11 *
base de (2, écrire A= P( )P‘l et re-

Exercice 6 : CCINP 63

Soit un entier » > 1. On considére la matrice
carrée d’ordre n a coefficients réels :

2 -1 0----e-- 0

-1 2 -1 .
An=lo -1 0
2 -1
Moocoooo .-'O ._1 2

Pour n > 1, on désigne par D,, le déterminant
de A,.

1. Démontrer que D,,.» =2D, ;1 — D,,.
2. Déterminer D,, en fonction de n.

3. Justifier—que—la—matrice—A;—est
diagonalisable. Le réel 0 est-il valeur

propre de A, ?

DETERMINANT - PAGE 8 SUR 8


https://mp2i.lecontedelisle.re

	Déterminant
	Applications multilinéaires
	Définition
	Propriétés
	Formes n-linéaires symétriques, antisymétriques, alternées
	L'espace n(E)

	Déterminant d'une famille de vecteurs
	Définition
	Propriétés

	Déterminant d'un endomorphisme
	Définition
	Propriétés

	Déterminant d'une matrice carrée
	Définition
	Propriétés

	Calculs de déterminants
	Opérations élémentaires
	Développements
	Déterminants par blocs
	Déterminants de Vandermonde

	Applications des déterminants
	Formule de la comatrice
	Polynôme caractéristique (Spé)



