Espaces Preéhilbertiens Réels

Extrait du programme officiel :

La notion de produit scalaire a été étudiée d’un point de vue élémentaire dans I'enseignement secondaire. L'objectif de cette
section, qu’il est essentiel d’illustrer par de nombreuses figures, est de la généraliser, afin d’exploiter I'intuition acquise en dimension 2
ou 3 pour résoudre des problémes posés dans un contexte plus abstrait.

Les familles de polynémes orthogonaux donnent des illustrations pertinentes des notions abordées dans cette section.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Produit scalaire

Produit scalaire.
Espace préhilbertien, espace euclidien.

Produit scalaire canonigue sur R”™, sur .4, (R).

b
Produit scalaire (f, g) :f fg sur €(la bl R).
a

Notations (x,y), (x|y), x- .

Expressions X' Y, tr(AT B).

Exemples de produits scalaires intégraux sur R[X] et €([a, b], R).

b) Norme associée & un produit scalaire

Norme associée & un produit scalaire, distance.
Inégalité de Cauchy-Schwarz, cas d’égalité.
Inégalité triangulaire, cas d’'égalité.

Identité remarquable  [lx+ yI2 =[x + 112 + 2(x, y).

Exemples : sommes finies, intégrales.

Formule de polarisation associée.

c) Orthogonalité

Vecteurs orthogonaux, orthogonal d’une partie.

Famille orthogonale, orthonormée (ou orthonormaile).
Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.
Théoréme de Pythagore.

Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Notation X+,
L'orthogonal d’une partie est un sous-espace.

d) Bases orthonormales
Existence de bases orthonormées dans un espace euclidien.
Théoréme de la base orthonormée incompléte.

Expression des coordonnées, du produit scalaire et de la norme
dans une base orthonormée.

e) Projection orthogonale sur un sous-espace de dimension finie

Supplémentaire orthogonal d’'un sous-espace F de dimension fi-
nie. Projection orthogonale sur F. Expression du projeté orthogo-
nal d’un vecteur x dans une base orthonormée de F.

Distance d’un vecteur a F.
Le projeté orthogonal de x sur F est I'unique élément de F qui
réalise la distance de x & F.

En dimension finie : dimension de FL, vecteur normal & un hyper-
plan.

Notation d(x, F).
En dimension finie, projeté orthogonal d'un vecteur sur I'hyper-
plan Vect(u)L ; distance de x & Vect(u)L.
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Tous les espaces vectoriels de ce chapitre, souvent notés E, sont des R-espaces vectoriels.

n PRODUIT SCALAIRE ET NORME EUCLIDIENNE

Il Définition d’un produit scalaire

Définition 1 : Produit scalaire

Soit E un R-espace vectoriel.
On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire symétrique définie-positive.
C’est-a-dire toute application

¢p: ExE—R

telle que
() Bilinéarité :
Linéarité & gauche : Pour fout y € E,
I"application x — ¢(x, y) est linéaire :
Y (x1,%2, ) €E3, YAER, @(x;+Ax2,¥) =@x1,y) +Ap(x2,y).
Linéarité a droite : Pour fout x € E,

I"application y— ¢(x, y) est linéaire :

Y (x,yL, ) €ES, YAER, @(x,y1+Ay) =@, 11) + Ap(x, 12).
(i) Symétrie : V (x,y) € E?, ¢(x,y) =@(y,x).
(i) Définie-positivité :

Positivité :

VxeE, ¢(x,x)>0;

Caracteére défini :

VxeE, px,x)=0=>x=0.

Remarque

R1 - Dans la pratique on commence par montrer la symétrie, et alors la linéarité & droite découle de la linéarité
& gauche et vice versa : il suffit de ne montrer que I’'une ou I'autre.

R2 — La définie-positivité se résume par V¥ x #0, ¢(x,x) >0

Définition 2 : Espace préhilbertien réel, espace euclidien

Si E est un R-espace vectoriel, et si ¢ un produit scalaire sur E, on dit que (E, ¢) est un espace préhil-
bertien réel.

Si E est un R-espace vectoriel de dimension finie, et si ¢ un produit scalaire sur E, on dit que (E, ¢) est
un espace euclidien.

Remarque

R3 - Un espace euclidien est donc un espace préhilbertien réel de dimension finie.
R4 — On note en général (x|y) ou (x|y) ou (x,y) ou x-y & la place de ¢(x, y).

ESPACES PREHILBERTIENS REELS - PAGE 3 SUR 28



o}
HTTPS://MP2I.LECONTEDELISLE.RE r;',.it |
AR

LYyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

R5— (-|-) est un produit scalaire

VxeE, (x| o
linéaires;
VyeE, (ly)
= (x,y) = (x]y) symétrique ;

VxeE, (x|x)=0

(x|lx)=0=x=0

E Exemples
n Sur R"

Définition 3 : Produit scalaire canonique sur R”

Pour des vecteurs x et y de R", avec x = (x1,...,x,) €t y=(1,..., yn), ON définit
n
xly) = xiyi.
i=1

(-] fait de R™ un espace euclidien : c’est le produit scalaire canonique sur R”.

Remarque

Ré6 — Important : Si X et Y désignent les matrices colonnes des composantes de x et de y dans la base canonique,
on remargue que (x|y) = XT x Y.

R7 — Dans R?, (x]y) = x1y1 + x2)2, dans R3, (x|y) = x1y1 + X2 2 + x3)3.

Démonstration

@) ¢l est symétrique par commutativité du produit sur R.
(i) Linéarité d gauche :Vx,x',yeR", VAeR,

n
C+AX 1) =Y (x+Ax);y;
i=1

L !
=) (i +Ax))y;
i=1
L L /]
=Y XYi+AY Xy
i=1 i=1

= (xly) + A |y).

La linéarité & droite en découle par symétrie.
(i) Définie-positivité

n
_ 2
m VxeR", (x|x)= _lel. >0
i

=
B (x|x)=0 = leg=0<=>‘v’i, X; =0 < x=0Rn
i=1
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n Sur .4, (R)

Définition 4 : Produit scalaire canonique sur .4, (R)

Pour des vecteurs A et B de .4, (R), on définit
(A|B) = tr(AT x B).

(-] fait de ., (R) un espace euclidien : c’est le produit scalaire canonique sur .4, (IR).

Remarque

. : f 1z . o q q q 2)
R8 — Il s’agit en fait de I"écriture matricielle du produit scalaire canonique sur R™.

Démonstration

n n
(ATxB);;=) ) aijbij= ) aijbij. u
1 i=1j=1 @, nelln]?

tr(AT x B) =

n
=]

Sur € ([a,b],R)

Définition 5 : Produit scalaire canonique pour fonctions continues

Pour des fonctions f et g de € ([a, bl,R) OU a < b, on définit

b
(flg) =/ f(Hgdt
a

(-|-) fait de € (la, b, R) un espace préhilbertien réel : c’est le produit scalaire canonique sur € ([a, b], R)

Démonstration
@) ¢l-) est symétrique par commutativité du produit sur R.
(i) Lingarité a gauche : Vv f,f,g€€(la,bl,R), VAER,
- b ~
(r+afig= [ (f+Afg
a
b .
- [ +afe
a
b b _
= f fg+ Af f g (par linéarité de I'intégrale)
a a
= (flg) + M(flg).
La linéarité & droite en découle par symétrie.
(i) Définie-positivité
b
mVfeé€(ab,R), (flf)= f f2 (x) dx > 0 (par positivité de I'intégrale et comme a < b)
a

b
s (fIN=0 <=»f 2 dr=0
a

— f2 =0 (car f? est une fonction continue et positive)

= f=0 [ |
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n Sur R[X]

Exercice 1
Montrer que I'on définit un produit scalaire sur R[X] en posant

+00
(PIQ) = Z anbnp
n=0

+00 +00
ouP=>) ayx"etP=) b,X"
n=0 n=0

Exercice 2
Montrer que I'on définit un produit scalaire sur R[X] en posant

1
PlQ) ZflP(t)Q(t)dt.

Exercice 3
Montrer que I'on définit un produit scalaire sur R[X] en posant

n
(PIQ) = fo P(cos(6)) Q(cos(8)) d.

Norme euclidienne'
n Définition

Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel.
Pour tout vecteur x de E, on pose

lxll =/ (x]x).

L'application ||-| est appelée norme euclidienne sur E associée au produit scalaire (-|-).

Remarque

R9 — La positivité du produit scalaire rend cette définition licite.

Exemple

n
E1- Sur R"™ muni de son produif scalaire canonique, |lxll = / Z xl?.
i=1

En particulier, sur R, |lx|l = |x|.
E2 — Sur .4, (IR) muni de son produit scalaire canonique, [|All = Vir(AT x A).

Euclide d’Alexandrie (vers -325 - Alexandrie vers -265) est un mathématicien grec. Peu de choses sont
connues sur la vie d’Euclide. Il est I'auteur des Eléments, traités de géométrie considérés comme I'un
des fextes fondateurs des mathématiques modernes. Les résultats y sont démontrés avec une rigueur
remarquable. Euclide donne des postulats & la base de la géométrie dite euclidienne de nos jours dont
le 5éme particulierement céleébre : par un point passe une et une seule parraléle & une droite fixée. On a
longtemps pensé que ce postulat était en fait une conséquence des autres axiomes, jusqu’a ce qu’on
construise, au XIXéme sigcle, une géomeétrie ne Vvérifiant pas ce postulat.

ESPACES PREHILBERTIENS REELS - PAGE 6 SUR 28


https://mp2i.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 19 JuiN 2023

[ b
E3 — Sur €([a, bl,R) muni de son produit scalaire canonique, || f|| = f 2 dr.
a

H Identités remarquables et polarisation

Propriété 1 : Identités remarquables

Soit E un espace préhilbertien réel et |.|| la norme associée au produit scalaire.
Pour tous vecteurs x et y de E,

O -+l = 121> + 26l + | |

() [x=y]? = 1x12 =2cx1p + [y

(iify Identité du parallélogramme (HP) : ||x+y|*+ |x-y|* =2 (lell2 + ||y||2)

Remarque : lllustration géométrique de cette derniére identité

R10 —

« Dans un parallélogramme, la somme des carrés des longueurs des diagonales est égale a la somme des

carrés des longueurs des cotés. »

Démonstration

[+ y[|? = (x+ ylx+y) = (x10) +2(xly) + (yly) par bilinéarité et symétrie.
C’est similaire pour (i) et (iii) s‘obtient avec (i) +(ii).

Propriété 2 : Identités de polarisation

Soit (E, (-|)) un espace préhilbertien réel et |.|| la norme associée au produit scalaire.
Pour tous vecteurs x et y de E,

() iy =7 (I 1P 1= 1?) (i) (xly) =5 (e 1P =1t = | v]P)
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Démonstration

Provient directement de I'identité remarquable (i) et de (i) - (ii).

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 1 : Inégalité de Cauchy'-Schwarz?

Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel.
Alors
Vx,yeE, xIy*< &)y,

ou encore,
Vx,yeE |y <ixl|y],

avec égalité si et seulement si x ef y sontliés (i.e. y=0ou3IALeR, x=A1y)

Remarque

R11 - Linégalité est encore valable pour une forme bilinéaire symétrique seulement positive, mais le cas d’égalité
n’est plus valable. C’est le cas par exemple de la covariance.

Démonstration

Soit A un nombre réel. On pose P(A) = (x+Aylx+Ay) : on a que P(A) >0 par positivité.
Or

P(A) = (x1%) + Axly) + Alx) + A2 (1)
= (x]x) +2A(x1y) + A2 (y1y)

C’est un polyndbme de degré au plus 2 & coefficients réels.

Cas 1:Si (yly) =0, alors on doit avoir, pour fout 1 € R, (x|x) +2A(x|y) > 0, ce qui n’est possible que si (x|y) =0 et
I'inégalité est vraie.

Cas 2 : Sinon, le polyndme en A est de degré 2 de signe constant donc son discriminant réduit est négatif

A = (x19)? = (X0 (y1y) <0

et on obtient I'inégalité recherchée.

Cas d’eégalité :

Siy=o0,ily aégalité.

Siy#0,ily aégalité si et seulement si P(A) admet une racine (double) si et seulementsidAe R, (x+Aylx+Ay)=0,
ce qui équivaut @ 31eR, x+Ay=0etdonc x et y sont liés.

Augustin-Louis Cauchy (Baron) (Paris, 1789 - Sceaux (Hauts-de-Seine), 1857) est le mathématicien fran-
cais le plus prolifique (presque 800 articles publiés). Il enseigne & I'Ecole Polytechnique, le premier cours
d’analyse rigoureux ne se basant plus simplement sur I'intuition (limites, continuité, etc.). Ses travaux sur
les permutations furent précurseurs de la théorie des groupes. Ses autres contributions comprennent des
recherches sur la convergence et la divergence des séries infinies, les équations différentielles, les déter-
minants, les probabilités, I'analyse complexe et la physique mathématique.

Hermann Amandus Schwarz (Hermsdorf, en Silésie (aujourd’hui la ville de Jerzmanowa, en Pologne),
1843 - Berlin, 1921) est un mathématicien allemand, éléve de Weierstrass. Ses tfravaux sont marqués par
une forte interaction entre I’analyse et la géométrie. Il a fravaillé sur des sujets allant de la théorie des
fonctions & la géométrie différentielle en passant par le calcul des variations (surface minimales, pro-
bléme isopérimétrique). On connait bien I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le théoreme de Schwarz sur
les dérivées partielles.
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Exemple

n z n n
E4— SurR”", (Z xiJ’i) <Y Yyt
k=1
E5— Sur Mn(R), (tr(AT x B))z <tr(AT x A) tr(BT x B).

b 2 b b
E6 — Sur€([a,b],R), U fg) <f fzf g%
a a a

Exercice 4 : CCINP 76

Soit £ un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (|).
On pose V x € E, ||x|| = v(x]x).

1.

2.

1.
2.

(a) Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
(b) Dans quel cas a-t-on égalité ? Le démontrer.
Soit E={f €€ ([a,b],R), Vx€[a,b] f(x)>0}.

Prouver que I'ensemble
b b 1
pdt f —dt, E}
{faf() “Jo T TE

admet une borne inférieure m et déterminer la valeur de m.

Voir démonstration précédente.
On considére le produit scalaire classique sur € ([a, b],IR) défini par :

b
V(f,g) €6 (a,bl,R), (f|g)=f Fogndr.
o ? nd 8 d
N pose A= r)ar —art, E}.
P {faf() X-[af(f) fe}

AcR.
A# @ car (b-a)? € A ( valeur obtenue pour la fonction t— 1 de E).

b b
Deplus, V fe Ef f(nde xf %dt} 0 donc A est minorée par 0.
a a
On en déduit que A admet une borne inférieure et on pose m =inf A.

Soit feE.
b 1 2
On considére la quantité f t dr| .
g ( y V@ )

) V(D)
b
D’une part, (f \/f(t)\/%dt :(

b 2
f ldt) = (b-a)?.
D’autre part, si on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire (|) on obtient :

2
(fab\/%\/%dt) gfabf(t)dtfab%dt.

b b
On en déduit que ¥ f € E, f f(t)dtf Ldt> (b—a)?.
a a ()

Donc m = (b- a)?.

b b
Et, si on considere la fonction f:t—1de E, olorsf f(t)dtf ﬁdt =(b-a).
a a

Donc m = (b— a)?.

Exercice 5: CCINP 79
Soit a et b deux réels tels que a < b.

1.

2.

Soit 1 une fonction continue et positive de [a, b] dans R.
b
Démontrer que f h(x)dx=0=h=0.
a
Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans RR.

b
On pose : VY (f,g) € E2, (flg) =f f(x)g(x)dx.
a
Démontrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur E.
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1
3. Majorer f vxe *dx en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

1. I s’agit du théoreme de positivité améliorée. Voir chapitre intégration (conséquence du théoréeme fondo-
mental de I'analyse).

2. Voirl.2.c

V1-e2

1 1 1
3. Linégalité de Cauchy-Schwarz donnef \/}exdxg\/f xdx\/f e ?¥dx = 5
0 0 0

n Inégalité triangulaire

Propriété 3 : Inégalité de Minkowski'

Soit (E,|) un espace préhilbertien réel, de norme euclidienne associéee |-|. Alors
VxyeE, |x+y|<ixi+]y]

avec egalité si et seulement si x et y sont positivement liés (i.e. y=0 ou INe R4, x = 1y)

Corollaire 1: Double inégalité

Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel, de norme euclidienne associée |-|I. Alors

Vxyek, [Ixl=|yl| < eyl <iei+ |y

Démonstration

Soient x et y des vecteurs de E.
Il est plus pratique de travailler avec le carré des normes :
||x+y||2 =(x+ylx+y)
= (x|x) + 2(x[y) + (¥1y)
= 1x? + ||y ]|* +2(xly)
<lxl? + ||y||2 +2 x|l ||y|| d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz
<

(Il + [ [)?

Cas d’égaiité : Il y a égalité ssi (xly) = |(xly)| = x| y|
Donc si et seulement si soit y = 0, soit il existe 1 € R tel que x = 1y (cas d'égalité de Cauchy-Schwarz) et
(xy) = |(xly)]. ce qui devient, si x = Ay, A(x]x) = |A| (x|x) donc A =|A| et 1 > 0.

Pour I'autre inégalité, on écrit que |(x+y) - y| < |x+y||+]|-¥| donc ||x+y|| > lIxl - |y
de x et y..

|. puis on échange les roles

Hermann Minkowski (Russie, aujourd’hui Lituanie, 1864 - Alemagne, 1909) est un mathématicien et physi-
cien théoricien allemand. Il développe une nouvelle vision de I'espace et du temps comme un espace
non euclidien de dimension 4, posant ainsi les fondements de la future théorie de la relativité. Il crée éga-
lement une nouvelle branche des mathématiques : la géométrie des nombres, qui prouve des résultats
d’arithmétique avec des outils géométriques. Il meurt agé de 44 ans seulement d’une crise d’appendi-
cite.
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E Norme sur un R-espace vectoriel

Définition 7 : Norme

On appelle norme sur un R-espace vectoriel E, toute application N: E— R telle que
Défini-positivité
mVxeE N =0
mVxeE, Nx)=0<«< x=0g

Homogénéité VxeE, VAeR, N(Ax)=|A|N(x)
Inégalité triangulaire Vx,ye E, N(x+y) < Nx)+ N(y)

Exemple

e7 - C’estle cas de la valeur absolue sur R et du module sur C.

Propriété 4 : Toute norme euclidienne est une norme

La norme euclidienne associee a un produit scalaire est une norme sur E.

Démonstration

Soient xe Eet 1€ R.

lxll = v(x]x) >0

B x=0 = [x|?=0 < (x]x)=0 < x=0g

B [ Axl = v(Ax[Ax) = VA2 (x]x) = Al [ ]

m [Inégalité triangulaire : c’est I'inégalité de Minkowski démonftrée ci-dessus.

Remarque

R12 — |l existe d’autre normes qui ne sont pas issues de produit scalaire. Par exemple, dans R,

n
Ixlli=) |x| et lxloo= sup |x
i=1 ie[1,n]

ou sur € (la,b],R), )
7= [1rolar et Nl sup |7
a tela,b)

La norme euclidienne est en général notée |-|».

Définition 8 : Vecteur normé

Un vecteur x d’un espace préhilbertien E est dit normé, ou unitaire si [ x| = 1.

Remarque

\ X A1 ~ ~ . .
R13 — Si x est un vecteur non nul, alors ﬂes‘r unitaire, de méme sens et de méme direction.
X
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Définition 9 : Distance euclidienne et écart angulaire

Etant donné des vecteurs x et y d’un espace préhilbertien réel E, on définit :
m |a distance euclidienne d(x, y) par d(x,y) = ||x-y|,
m si x et y sont non nuls, I’'écart angulaire 0 est le réel défini par

(x1y)

0€[0,7] et cosl = ————.
Il || ||

Remarque

R14 — Labonne définition provient de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, laquelle se retrouve & partir de cette définition
car |cosf| < 1.

R15— Autrement dit, (x|y) = llx|l | y| cosé.

Définition 10 : Distance & une partie non vide

Si A est une partie non vide de E préhiloertien réel, et x € E, on définit la distance de x & A par

d(x,A) = inf (d(y) = inf |2 —y]].

Remarque

R16 — La borne inférieure existe toujours car &y = { lx=y|; ye A} est non vide (car A I'est) et minoré (par 0).

m ORTHOGONALITE

Il Vecteurs orthogonaux

Définition 11 : Vecteurs orthogonaux

Soit (E, (-])) un espace préhilbertien réel, x et y des vecteurs de E.
x et y sont dit orthogonaux si et seulement si (x|y) = 0. On écrit parfois x L y.

Remarque

R17 — 0 est orthogonal & tout vecteur.
R18 — La notion d’orthogonalité ne prend de sens gu’en dimension au moins 2.

Théoréme 2 : Théoréeme de Pythagore

Soit (E, (-|-)) un espace preéhilbertien réel, x et y des vecteurs de E.

x))=0 <= x1ly < ||x+y“2 = lxl?+ ”y”2

Démonstration

||x+}’||2=||x||2+||y||2+2(x|y) .
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Remarque

R19 — Cela permet bien de refrouver le théoréme de Pythagore tel qu’on le connait.

E Famille orthonormale

Définition 12 : Familles orthogonale et orthonormale

Soit E un espace préhilbertien réel, (vy,...,vp) € EP.
(v1,...,vp) €st une famille orthogonale de E si et seulement si

Vi,je[l,p].aveci#j, (vilvj)=0 (e v;Lvj).
(v1,...,vp) €st une famille orthonormale de E si et seulement si

Vi, je[l,p], (wilv))=8;;

Exemple

E8 — Soit, sur R, les vecteurs e; = (0,...,1,...,0) de la base canonique.
Alorssi i, je[1,n] avec i # j, (ejlej) =0.
SI iZj, (eilel-) =1.
On dira que (e;) e[y, ,] st une base orthonormale de R™.
E9 — La base canonique de ., (IK) est orthonormale pour le produit scalaire canonique.

1
E10 — Lafamille des polyndmes de Legendre est orthogonale pour le produit scalaire (P|Q) =f P(1)Q(1r)dt (voir sujet
de concours blanc).

T
E11 - Lafamille des polyndmes de Tchebychev est orthogonale pour le produit scalaire (P|Q) =f P(cosB)Q(cosh)db.
0

Propriété 5 : orthogonale + non nuls = libre

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls (en particulier toute famille orthonormale) d’un es-
pace préhilbertien réel est libre.

Remarque

R20 — C’est un moyen pratique et usuel pour montrer qu’une famille est libre !

Démonstration

Soit (v1,...,vp) une famille orthogonale de vecteurs non nuls d’un espace préhilbertien E.
But: (vy,...,vp) est libre.
Soient A1,...,Ap e R tels que Ajvy +---+Apvp =0.

(0glv;) =0

Alors, siie[1,p]. Arvr+---+Apvply;) = £
[[ p]] 1V1 pYpt¥i Z/lj(l’ﬂvi):/li”l’i”z
j=1

. Orv; #0g, donc A; =0. [

Corollaire 2 : Nombre maximal de vecteurs orthogonaux

Si E est un espace euclidien de dimension n, il n’existe pas de famille orthogonale de plus de n vec-
feurs non nuls.
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Théoréme 3 : Théoréeme de Pythagore

Soit, dans un espace prehilbertien réel E, une famille orthogonale (vi) e[y, ,1- On a

Aftention : la réciproque n’est vraie que pour p = 2.

LYyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

2 p ,
=Y llwill
i=1

p
2 Vi
i=1

Démonstration

Par récurrence sur p.
Contre-exemple : la famille {().(?),(,)} n"est pas orthogonale (et pour cause. il y 3 vecteurs non nuls en di-
mension 21) et vérifie pourtant la propriété de Pythagore. [ |

Ensembles orthogonaux

Définition 13 : Parties orthogonales

Soient (E, (-])) un espace préhilbertien réel et A, B des parties non vides de E.
On dit que A est orthogonale & B si et seulement si V (a,b) € Ax B, (alb) =0.
On note AL B.

Exemple

E12 — Tout ensemble non vide est orthogonal & {0g}.
E13 - Soient A=R(1,-1,0)+RR(0,0,1) et B=1R(1,1,0). Alors A est orthogonale & B.
En effet,Va,b,ce R, (a,a,0)|(b,—b,c)=ab-ab=0.

Propriété 6 : Intersection de parties orthogonales

Si A, B e Z(E)\{@} sont orthogonales, alors AnB=@ ou AnB ={0g}.

Démonstration

Si AnB # @, soit xe AnB. Alors (x|x) =0, donc x=0. [ |

Remarque

R21— Si F et G sont des sous-espaces vectoriels de E orthogonaux, alors Fn G =1{0g} : leur somme est directe.

Exemple

E14 - Parties de R3 orthogonales d’intersection vide : 4 =(0,1,0) +R(1,0,0) et B=1R(0,0,1).
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ﬂ Orthogonal d’une partie

Définition 14 : Orthogonal d’une partie

Soient (E, (-])) un espace préhilbertien réel, et A une partie non vide de E. On définit I'orthogonal de
A comme |'ensemble des vecteurs orthogonaux & tout vecteur de A :

At ={xeE|VyeA (xly)=0}
xeAL<:>x€EetVyEA, (xly)=0

Il s"agit de la plus grande partie de E (pour I'inclusion) orthogonale a A.

Exemple

E15— Dans R? : Dans R3 :

Ft rl

Propriété 7 : Décroissance de I'orthogonal

Soient (E, (-|-)) préhilbertien réel, et A, B des parties non vides de E.
Si Ac B, alors B+ c AL,

Démonstration

Facile. [ |

Propriété 8 : Lorthogonal est un sev

Soient (E, (-|-)) préhilbertien réel, et A une partie non vide de E.
Al est un sous-espace vectoriel de E.
De plus, At = (Vect A)*.

Démonstration

m Og€ AJ‘ ,
mVxxeAl, VAeR, Ax+x eAl, carvyeA, (Ax+x'ly)=Axly) + |y =0.
Donc At est un sev de A.
Comme de plus A c VectA, (Vect AL c AL et étre orthogonal & tout élément de A implique étre orthogonal &
toute combinaison linéaire d’éléments de A par bilinéarité du produit scalaire, donc AL < (Vect A)+. [ |
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Corollaire 3 : Orthogonal et famille génératrice

Soit F un sous-espace de E préhilbertien réel.
Si F =Vect A (A engendre F) et si x est un vecteur de E,

xeFi@VaeA, (xla) =0

Démonstration

FL=atl

Remarque

R22 — En particulier, connaissant une base de F, il suffit d’étre orthogonal aux vecteurs de la base pour étre ortho-
gonal a F.

Propriété 9

Soit E un espace préhilbertien réel, F sous-espace vectoriel de E.
m Et={0g} et {0z}t =E.
m Fc (FL)L,

Démonstration

0eE+, etsixe EL, (x]x)=0 donc |x[|=0 et x=0.

Remarque
R23 — Le seul vecteur orthogonal & tous les autres est le vecteur nul. Cela peut étre trés utile !

Exercice 6: CCINP 39
On note ¢2 'ensemble des suites x = (x,,) ,ery d€ Nombres réels telles que la série fo, converge.

1. (a) Démontrer que, pour x = (x;) yen € €2 €t y = (yn)nen € £2, la série Y x,y, converge.
+00
On pose alors (xy) = Y xpyn.
n=0

(b) Démontrer que ¢? est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des suites de nombres réels.
Dans la suite de I'exercice, on admet que (]) est un produit scalaire dans ¢2.
On suppose que ¢2 est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne associée.
2. (supprimée)
3. On considére 'ensemble F des suites réelles presque nulles c’est-a-dire 'ensemble des suites réelles dont
tous les termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini de termes.
Déterminer F- (au sens de (1)).

Comparer F et (F1)*.

1. (a) Soit (x,y) € (lz)2 avec x = (xn) peN €1 ¥ = (V1) nen-
1
VneN, |xpynl < 2 (x?l+yfl).

Or)” x2 et > y2 convergent donc, par critére de majoration des séries & termes positifs, Y xnyn CONverge
absolument, donc converge.
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(b) La suite nulle appartient & ¢2 qui est donc une partie non vide de RN,
Soit (x,) € (¢2)* avec x = (xn)nen € ¥ = (V) nen- SOIf A € R. Montrons que z=x+ Ay e £2,
ONnaz=(zp)pen QVEC VY REN, 25 = X+ Ayp.
VneN, z2 = (xp+Ayn)? = x2 + A2y2 +2Ax,yn. (1)
Par hypotheése, Y 1% et Y y2 convergent et d'aprés 1.(a), Y xnyn converge. Donc, d’aprés (1), Y. 22
converge.
Donc ze ¢2.
On en déduit que ¢2 est un sous-espace vectoriel de I'ensemble des suites réelles.
2.
3. Analyse Soit x = (x) ey € FL. Alors
VyeF (x|y)=0.
Soit p e N. On considére la suite y = (yn) nen de F définie par
1 Sin=p

VneN, y,=
0 sinon

y€F,donc (x|y) =0, donc xp = 0.
On en déduit que, VpeN, xp =0, c'est-a-dire x=0.
Synthése la suite nulle appartient bien & F+.

Conclusion FL =0},
Ainsi, (FH)+ =2,
On constate alors que F # (F+)+.

m ESPACES OU SOUS-ESPACES EUCLIDIENS

Rappel : Un espace euclidien est un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit scalaire.

Il Base orthonormale

Théoreme 4 : Existence de base orthonormale

Tout espace euclidien non réduit & 0g admet une base orthonormale (abrégé en b.o.n.).

On améme un algorithme permettant de tfransformer une base en base orthonormale. Découvrons-le sur un exemple
avant de le formaliser :

Exemple

E16 - Dans R3 muni de sa structure euclidienne canonique, on considére e; = (0,1,1), ez = (1,0,1), e3 = (1,1,0). Il est
facile de voir que (e, ez, e3) est une base de R3 (en calculant le déterminant dans la base canonique, par
exemple).

On va d’abord transformer la famille en une famille orthogonale, puis orthonormale qui sera donc bien une
base. On pose 1 =e; =(0,1,1).

. . 1 1 1
Puis on cherche e, = ex + A1 avec A tel que (e1]e2) =0 i€ (e1]e2) +A(e1]e1) = 1+2A=0donc A = = etey = (1, = —5).
1 1 , 22 2

En cherchant e3 = e3 + pey + ver tel que (e1le3) =0 et (e2]e3) =0, on frouve p= = etv= -3 Soit e3 = (5' §'_§)'
On a obtenu trois vecteurs non nuls orthogonaux deux a deux en dimension 3 : il s’agit d’une base orthogo-
nale de R3. Reste & normaliser pour obtenir une b.o.n. ¢ = (

U E s R e
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Définition 15 : Orthonormalisation de Gram-Schmidt

Etant donné (E, |) un espace euclidien, et (ey, ..., e,) une base de E :
1. Onpose ; =e;.
2. Parrécurrence, pour j > 2, on cherche des réels A, tels que le vecteur
j-1
Ej=ej ar Z ﬂ,ké‘k
k=1

soit orthogonal & tous les ¢; pour i€ 1,j—1] :

Vi<j, (€i|€j) =0.

( €1 En )
T ey .
llexll lenl

3. On normalise les vecteurs :

Remarque

R24 — |l est aussi possible de normaliser les vecteurs au fur et @ mesure plutét que de le faire a la fin pour tous.

Propriété 10

On obftient ainsi que (e,...,e,) €St une famille orthogonale de vecteurs non nuls fels que pour fout j,
Vect(ey,...,ej) = Vect(ey,...,£;) €f la composante sur ej de ¢; vaut 1.
€1 En

lexl”™ " llenll

On a alors ( ) est une b.o.n de E.

Démonstration

m 1 étape : Orthogonalisation.

* On pose (Et alors &1 #0g.)

+ On cherche ¢, € Vect(ey,er) tel que (g1]e2) = 0.
On cherche donc un réel A tel que €3 = es + Ae; et (e1]e2) = 0.

. (e11e2)
Donc Aller 1% + (e1]ep) =0, puis A = —1—22.
llenll
. (e1le2)
Finalement, | e = e» — ”1 "22 €.
€1

De plus, e # 0 car (ep,ey) est une famille libre, et Vect(ey,e2) = Vect(er,ez). (L'inclusion « est immédiate,
I'inclusion > vient du fait qu’on puisse exprimer facilement e, comme combinaison linéaire de ¢, et &5 :

(e1]e2)
) =€)+ —5"€7.
2=E2+ o EEL)

* Supposons, par récurrence, que |'on ait construit e,...,e;1 tels que
o (e1,...,€j-1) est une famille orthogonale de vecteurs non nuls,
o pour tout entier i € [2, j - 1], Vect(ey, ..., &;) = Vect(ey,...,e;)
o pour fout entier i € [2, j — 1], la composante de ¢; sur e; est 1.
j-1
On cherche des réels 1 tels que le vecteurej =e; + k;a,csk soit orthogonal & tousles e; pourie[1,j-1] :
(£i|£j) =0.
j-1
Donc, sii€[1,j-1]. (e;lej) + Y Axleiler) =0.
k=1

(eilej)
D0l (eilej) + A4 [le: ||* = 0. puis A; = _LeJZ.
lei]
: s i =l (exlej)
La récurrence est alors eéfablie avec |gj=e; - " "2 £x
k=1 ||€k

En effet :
o (e1,...,£5) est une famille orthogonale de vecteurs non nuls,
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o Vect(ey,...,ej) =Vect(ey,...,e;)).
En effet, Vect(ey,...,ej_1) = Vect(es,...,e;_1), donc l'inclusion < est immédiate et I'inclusion > vient
du fait que I'on puisse exprimer facilement e; comme combinaison linéaire des ¢;, pour i € [1, ] :

j—1 9
1= (elej)

e]' = P Efes
k=1 |leg]
o La composante de ¢; sur e; est 1.
On obtient n vecteurs non nuls orthogonaux en dimension n : (e1,...,e,) €st une base orthogonale de E.
m 2¢ étape : Normalisation.

On obtient alors tres facilement un b.o.n. de E :

el lenll)”

Remarque

R25 — Matrice de passage de la base (ey,...,en) Ala base (e1,...,ex) :

0) RN

R26 — |l se peut dans certaines situations qu’une base orthogonale nous suffise. (L'expression est plus simple, mais
pas forcément les calculs).

Corollaire 4 : Existence de b.o.n.

Tout sous-espace vectoriel non nul d’un espace euclidien admet une base orthonormale.

Démonstration

C’est en effet encore un espace euclidien, muni du produit scalaire restreint & ce sous-espace.

Corollaire 5: Théoreme de la b.o.n. incompléte

Tout famille orthonormale d’un espace euclidien peut étre complétée en une b.o.n. de cet espace.

Démonstration

I suffit d’appliquer I'orthonormalisation de Gram-Schmidt a cette famille libore complétée en une base : les
vecteurs de la famille orthonormale seront inchangés.
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E Coordonnées, produit scalaire et norme en base orthonormale

Propriété 11 : Expression en b.o.n.

n n
Soit (E, (-|-)) un espace euclidien et & = (ey, ..., e,;) une base orthonormale de E : x = Z xie; ety= Z yie;.

i=1 i=1

n n
Vie[L,n], x;=(eilx) &y =Y xiyi lxll =/ >
i=1 i=1

Remarque : Important

Alors

R27 — Si X et Y désignent respectivement les vecteurs colonnes des composantes de x et y dans la base 4, alors
x|y =XTxY et x| =vVXT xX.

Démonstration
n n
m Si iE[[l,n]], H(x|y) Z(l;xiei‘;yjej)
n
=) xjle e
(ejlx) = ( |Zx]e]) lg, l(z ])
2 = x;iyilejle:)
= ij(eilej) 55 1yjleilej
j=1 "
- = Z X;yjbi,j
=) xjbi ij=1
j=1 N
= thJ’t

i=1

W ||x]|% = (x]x) = Z x?, d"aprés ce qui précede.
i=1

Propriété 12 : Changement de base orthonormale

Soit E euclidien, % et ' des bases orthonormales.
() Sip=pP%, pl=PT.
(i Si ue £L(E), la formule de changement de base s’écrit

Matg (1) = PT Matg(u) P

(iih) detg B’ = +1.

Remarque

R28 — A La réciproque est fausse, il ne suffit pas que ce déterminant vale +1 pour que les bases soient orthonor-
males.

R29 — Faciles, les changements de bases orthonormales !
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Démonstration

() P;j= (ei
(P71, = (elles) = (e1er) = 2ri = (PT)s;-
(i) Immédiat.
(iii) detgg @' =detP or PPT = I, donc (detP)? =1.

e’].) (coordonnée de e;. selon e;.)

Propriétés de F+

Théoréme 5 : Supplémentarité de I'orthogonal d’un sevdf

Si F est un sev de dimension finie de E préhilbertien réel, alors
E=FeF'=FOF*!

Le sev F+ est alors appelé supplémentaire orthogonal de F, il est unique.

Démonstration

m Si F={0g}, on avu que F1 =E et alors le résultat est immédiat.
m De méme, si F=E, on a vu que Ft = {0z} et alors le résultat est immédiat.
m Sinon, on a déja que FnFL ={0z}.

p
De plus, si (e1,...,ep) est une base orthonormée de F, et y= ) (ejlx)e; € F, x=y+(x—y) QveC x-ye FL car
i=1
pour tout i, (x—yle;) =0.

D’ou le résultat.

Unicité : Si E= F @ G, alors F et G sont orthogonaux, donc, si E est de dimension finie, G ¢ F+ et
dimG = dim E - dim F = dim F1, donc G = F*.
Si E n‘est pas de dimension finie? si xe FL, x=xp + xg et xp=x—xg e FNFL = {05} donc x=xge G et G=F+L.

Corollaire 6

Soit E un espace euclidien, F et G des sous-espaces vectoriels de E.

() dimF* =dimE —-dimF (i (F+G*t=FtnGt
(i (FY)"=F (V) (FNGt=FL+Gt

Démonstration

(@) : Vu dans la précédente démonstration.

(i) : Une inclusion connue et dimensions.

(iiiy et (iv) : FX @ F = E : unicité du supplémentaire orthogonal de FL.
FLnGlc(F+G)t est direct.
Donc (F+ Gt =FLnGL. (Vrai méme s'ils ne sont pas de dimension finie.)

1
Puis (FN Gt = (X n G = (P +GhY) T =FL+ 6L

Exercice 7 : CCINP 77
Soit £ un espace euclidien.
1. Soit A un sous-espace vectoriel de E.
Démontrer que (A+)" = A.
2. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
(a) Démontrer que (F+G)t=F-nG* .
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(b) Démontrer que (FnG)L = FL+G*L.

Voir démonstration précédente.

Exercice 8 : CCINP 92

Soit n e N*. On considére E = ./, (R) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.
On pose : V(4,B) € E2, (A, B) = tr(ATB) ol tr désigne la trace et AT désigne la transposée de la matrice A.

1.
2.

3.

Prouver que (,) est un produit scalaire sur E.

On note S, (R) 'ensemble des matrices symétriques de E.

Une matrice A de E est dite antisymétrique lorsque AT = —A.

On note A, (R) 'ensemble des matrices antisymétriques de E.

On admet que S, (R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels de E.

(a) Prouver que E=S,(R)e Ay (R).
(b) Prouver que A, (R)* = S,(R).
Soit F 'ensemble des matrices diagonales de E. Déterminer F.

. Voirl.2.b
2.

(a) L'endomorphisme T: M — MT est involutif : c’est une symétrie de ., (R). Ainsi,

Mn(R) =Ker (T —id_y, r)) ®Ker (T +id_z,(r)) = Fn(R) ® o/, (R).

(b) Prouvons que S, (R) < Ap(R)*.
Soit Se S, (R). Prouvons que Y A€ A, (R), (S, A) =0.
Soit Ae A, (R).
(S, Ay =tr(ST A) = tr(SA) = tr(AS) = tr(-ATS) = —tr(ATS) = —(A,S) = — (S, A).
Donc 2(S, A) =0 soit (S, A) =0.
On en déduit que
Sp(R) € Ap(R)T (1)
De plus, dim A, (R)L = n? - dim A, (R).
Or, d’aprés 2.(a), E = Sp(R) @ A, (R) donc dim S, (R) = n? — dim A, (R).
On en déduit que
dim S, (R) = dim A, (R)*. 2)
D'aprés (1) et (2), Sp(R) = Ap(R)L.
On infroduit la base canonique de ., (R) en posant :
) ) 1 sik=ietl¢=j
VlEHl,nﬂ,V]E[[l,n]],Eiyj=(5k,g)1<ky[<n avec 6/6,5: 0 e
On a alors F=Vect(E11,E2,2, .., Enn).
Soit M = (mi,j) € E. Alors, en ufilisant I'expression du produit scalaire sous forme de sommme ou le fait que

1<i,j<n
la base canonique est orthonormale pour ce produit scalaire,

MeFt <= vie[l,n],(M,E;;)=0< Vie[l,n], m;;=0.

Donc Ft =Vect (E,-'j telles que (i, j) € [1,n]* et i # j).
En d’autres termes, F- est I'ensemble des matrices dont la diagonale est nulle.
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ﬂ Projections orthogonales

Définition 16 : Projection orthogonale

Soit E un espace préhilbertien réel, et F un sous-espace de E de dimension finie.
On appelle projecteur orthogonal sur F la projection pr sur F parallélement & F+.

Remarque

R30 - Cette définition est justifiée par le fait que E=Fe FL.

Propriété 13 : des projections orthogonales

m pre Z(E) et pr=p% m Impr @ Kerpr=E
m F=Impp=Ker(pr—idg) mVxeE, pr(x)eFetx—pr(x)e FL
m L =Kerpr
Remarque
R31— lllustration : 5
]
PF(x)
0
F

R32 - Le projeté orthogonal de x € E est le seul vecteur y e E tel que y e F et x—y e FL. Pratique pour le trouver!

Exercice 9 : CCINP 80
Soit E 'espace vectoriel des applications continues et 2z-périodiques de R dans R.

21
1. Démontrer que (f | g) = %f f(t) g (r)dt définit un produit scalaire sur E.
0

2. Soit F le sous-espace vectoriel engendré par f: x— cosx et g: x— cos(2x).

Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction u: x — sin? x.

1 2n
1. On pose V(f'g)EEz’(flg)zﬂfo f(ng(ndt.

Par linéarité de I'intégrale, (|) est linéaire par rapport & sa premiére variable.
Par commutativité du produit sur R, (|) est symétrique.
On en déduit que (]) est une forme bilinéaire symétrique.  (x)

, 1 (2% ,
Soit feE. (f|f)=§f0 fe(ndt.

Or t— f2(1) est positive sur [0,27] et 0 <27, donc (f1f) > 0.
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Donc (]) est positive.  (xx*)
Soit f € E telle que (fIf) =0.
2n
Alorsf f2(ndr=0.
0

Or t— f2(1) est positive et continue sur [0,27].

Donc, f est nulle sur [0,27].

Or f est 2n-périodique donc f=0.

Donc () est définie.  (x * *)

D’aprés (), (x*) et (x = %), (|) est un produit scalaire sur E.

1 1
2. OnaVvxeR,sinx= 5 Ecos(Zx).
1
X— —3 cos(2x) € F.
. ; N 1
De plus, si on note h I'application x — 5

1 2n 1 2n
(hlf) = Efo cosxdx=0 et (hlg) = Efo cos(2x)dx =0 donc he FL (car F = Vect(f, g)).

. " 1
On en déduit que le projeté orthogonal de u sur F est x— =2 cos(2x).

Propriété 14 : Expression en base orthonormale

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E préhilbertien réel, (e, ...,e,) une base ortho-
normale de F. Alors

p
VxeE, prp(x)=) (eilx)e;
izl

Démonstration

D’apres la démonstration du supplémentaire orthogonal.

Remarque
R33 — On peut voir le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt en terme de projection : nous cherchions un
j-1
vecteurej=ej+ ) Ageie.
k=1

J=l
e]'ZEJ'—Z/lkEk. (])
k=1

Donc, si I'on note F = Vect(ey,...,ej-1). (1) est la décomposition de e; dans Fl e F. Donc €j = ppilej) ef
j-1
—Z Akskzpp(e]‘).
k=1
Ej—l
——— | en est une b.o.n. et
) =
I— 1= (exlef)
prlej)= ) ( it ‘ej) k__ > K ]ng’ d’ou I'expression des A, que I'on avait frouvé.
=\ ekl U el &= Jlex

0 &
De plus, ici Bipocor@hil) est une base orthogonale de F, donc (”_1”
€1

A savoir retrouver plutét que de connaitre par coeur :
1

m Projection orthogonale sur une droite : D =1Ra, oU a # 0g. Alors [ma) est une base orthonormée de D et

o5 () ) - £

(Attention & ne pas oublier le [al?...)
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m Projection orthogonale sur un hyperplan : H=(Ra)l, ol a #0p.

(alx) a
lal

PH:X— X—

Démonstration

Pour la projection sur un hyperplan, sion nomme D la droite Ra= HL, on aque E= H® D et

; (al)
idg=pu+pD =PH+W11-

Exemple

E17 — Soit E = R3, P le plan d’équation cartésienne x—z = 0.
On note & = (e, e2, e3) la base canonique de R3.
Quelle est la matrice dans % de pp ?

Vecteur orthogonal & P : (1,0,-1). Donc pour tout x € R3,

(1,0,-1)-(x,y,2)

1 1
5 (1,0,-1) = §(x+Z),y.§(x+Z)

pp((x,,2)=(x,y2 -

Donc pplel) = %(el +e3), pp(e2) =ex ef pp(e3) = %(el +e3), et

1 1

Matg(pp) = =|0 0]l.

| —
o N o

1 1

Autre méthode : déterminer la matrice dans une base orthonormale adaptée & R3 = Pe PL (il suffit de prendre
une base orthonormale de chacun des deux sous-espaces) : B’ = ([‘/75,0,@),(0,1,0),(‘/72,0,—‘/72)), il s'agit de

1 0 0

A'=|0 1 o] et ufiliser une formule de changement de base orthonormale :

0 0 0
Mat g (pp) = PA'PT
1 0 1
2
avecP=Ll0 1 o
1 0 -1

Remarque

R34 — Si % (Qui peut étre choisie orthonormale) est une base adaptée & la décomposition E=F @ F+,

1 .
(0)

Matg (prp) =

0)
0

ou les p premiers vecteurs de 2 forment une base de F =Ker(pr—idg) = Im pg et nous donnent les p premiéres
colonnes avec des 1 sur la diagonale, et les n— p autres forment une base de F = Ker pr et nous donnent les
n— p dernieres colonnes nulles.
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Propriété 15 : Inégalité de Bessel

Soit E un espace préhilbertien, F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, pr la projection
orthogonale sur F. Alors

LYyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

VxeE, |pr@] <lxl

Démonstration

C’est le théoréme de Pythagore : pr(x) L (x— pr(x)) donc

112 = [ pr@) > + | x - pr@) |* = | pEGO |2

E Distance & un sous-espace

On a vu que si F est un sous-espace vectoriel d'un espace préhiloertien réel E, alors, pour tout x€ E,

d(x,F) :;22 d(x,y) :;relsz ||x—J’||.

Propriété 16 : Expression de la distance a un sevdf

Soit F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien E, ef x € E.
Alors la distance de x & F est afteinte en le projeté orthogonal pr(x) de x sur F , et seulement en ce
vecteur :
d(x, F) = d(x, pr(x)) = || x = pr(x)

etsid(x,F)=|x-y| avec yeF, alors y = pp(x).
De plus, si (ey,...,ep) €st une b.o.n. de F,
2 2 L 2
d(x, F)? = [1x]” = }_ (exlx)”.
k=1
Si, enfin, F+ est aussi de dimension finie et (ep+1,...,en) Une b.o.n. de F*,

n
do, B2 = |ppe@|?= Y (erln?.
k=p+1

Démonstration
Par théoréme de Pythagore, si y € F, comme x - prp(x) € FL et pp(x)-y€eF

|x= pr@) + preo) - y|* = |x= pr@|* + | pE) - y]) .

Donc ||pr(x) - y| < ||x-y| avec égalité si et seulement si || pr(x) - y|| =0 c’est-a-dire y = pp(x).
De plus,

n n
A, P2 =|x-pr@|®= Y (erlx—pro?= Y (exln)?
k=p+1 k=p+1

car (exlpp(x))=0pour k> p+1. Et
2 2 2 2 2 & 2
d(x, F)* = |x=pp) |~ = 1xI1* = | pr) ||~ = IxI1* = ) (exlx)
k=1

par théoreme de Pythagore.
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fg Méthode 1 : Détermination pratique de pr(x)

Plutdt que de calculer une b.o.n. de F (orthonormalisation de Gram-Schmidt), il peut étre plus économique
d’écrire que pr(x) est le seul vecteur de y e F tel que x—ye FL.

Connaissant une base quelcongue de F, on décompose y dans cette base et on traduit I'orthogonalité de
x—y & chaque vecteur de la base : autant d’équation que d’inconnues.

On résout et on trouve y = pp(x).

Remarque

R35— Si F n'est pas de dimension finie, cefte distance n’est pas nécessairement atteinte. Ainsi, par exemple, si
E =€(0,1],IR) muni du produit scalaire canonique et si F est le sous-espace veczoriel des fonctions polyno-
W sz
tfance est nulle. Ainsi, dire qu’elle serait atteinte serait dire que exp € F ce qui est faux (frop de dérivées non
nulles ?).
On peut d’ailleurs montrer plus généralement, que si d(x, F) est atteinte pour un y e F, alors x—y e F- et on
peut montrer que si F est le sous-espace vectoriel des fonctions polynomiales, F- = {0}.

miales, alors d(exp, F) n"est pas atfteinte car on peut montrer que d 0 donc cette dis-

n—+oo

Exercice 10: CCINP 81

On définit dans ., (R) x .4, (R) 'application ¢ par : ¢ (A, A’') =tr(ATA’), ol tr(AT A’) désigne la trace du produit
de la matrice ' A par la matrice A'.
On admet que ¢ est un produit scalaire sur .4, (R) .

a b
On note & = , (a,b)eR? }.
-b a

1. Démontrer que # est un sous-espace vectoriel de .4 (R).
2. Déterminer une base de .

1 1
3. Déterminer la projection orthogonale de j = ( ) sur gt .
1 1

4. Calculer la distance de j a &.

-1 0
On peut donc affirmer que & est un sous-espace vectoriel de ., (R).

F =Vect(,, K) donc (I, K) est une famille génératrice de &.
De plus, I, et K sont non colinéaires donc la famille (I, K) est libre.
On en déduit que (Iz,K) est une base de .

0 1
1. On aimmédiatement & = Vect(,,K) avec K = ( ) .

a
2. Soi’rM:(

b
e Mo (R).
Cc

Comme (Ip,K) est une base de &,

MeFt = p(M,1,) =0 et p(M,K)=0.
C'est-0-dire, Me Ft < a+d=0et b-c=0.
Ouencore, MeF+ < d=-aetc=b.

o 1 0 0 1
On en déduit que #1 = Vect(A,B) avec A= et B= .
0 -1 10
(A, B) est une famille libre et génératrice de %1 donc (4, B) est une base de .

3. On peut écrire J=l,+Bavec L e F et Be L,

0 1
Donc le projeté orthogonal de J sur #+ est B = ( )
10
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4, On note d(J, %) la distance de J & #.
D’aprés le cours, d(J,Z) =11]— pz (DIl oU pz(J) désigne le projeté orthogonal de J sur &.
On peut écrire & nouveau que J=I, +B avec I, e # et Be 1,
Donc pz () =1».
On en déduit que dU,#) = I] - pz (DIl = 1] - L2ll = 1Bl = V2.

Exercice 11: CCINP 82
Soit E un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie n > 0.

On admet que, pour tout x € E, il existe un élément unique y, de F tel que x - y; soit orthogonal a F et que la
distance de x & F soit égale a || x— yo|.

a b a b
Pour A= et A’ = ,onpose (A| A')=ad +bb' +cc' +dd'.
c d ¢ d

1. Démontrer que (.|.) est un produit scalaire sur .4 (R).

2. Calculer la distance de la matrice A = (_11 2) au sous-espace vectoriel F des matrices triangulaires supé-
rieures.

1. Voir1.2.b : (A|A") = (AT A').

2 as ! )

1 0
On en déduit que le projeté orthogonal, noté pr(A), de A sur F est la matrice ( )
0 2

=1.

0 0
AinSi,d(A,F):IlA—pF(A)H:H( )l
-1 0

Corollaire 7 : Distance a un hyperplan

Soit E un espace euclidien, H un hyperplan de E de vecteur normal a : H = (Ra)*'.

Alors, pour fout x€ E,
[(alx)|

lall

Si ayx; +---+anx, =0 est une équation de H dans une base % de E et si (x1,...,x,) sont les coordonnées
de x dans cette base, alors

d(x, H) =

laixy +--+ anxyl
d(x, H) = .

2 2
az+--+ak
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