Espaces Préhilbertiens Réels

Tous les espaces vectoriels de ce chapitre,
souvent notés E, sont des R-espaces vecto-
riels.

n PRODUIT SCALAIRE ET NORME
EUCLIDIENNE

Il Définition d’un produit sca-
laire

Définition 1 : Produit scalaire

Soit E un R-espace vectoriel.

On appelle produit scalaire sur E toute
forme bilinéaire symétrique définie-positive.

C’est-a-dire toute application

¢: ExE— R
telle que
(i) Bilinéarité :
Linéarité a gauche : Pour tout y € E,

I"application x — ¢(x, y) est linéaire :

Linéarité a droite : Pour tout x€ E,

I"application y — ¢(x, y) est linéaire :

(i) Symétrie :
(iiiy Définie-positivité :
Positivité :

Y Caractére défini :

Remarque

R1 - Dansla prafigue on commence par mon-
frer la symétrie, et alors la linéarité & droite
découle de la linéarité & gauche et vice
versa : il suffit de ne montrer que I'une ou
I"autre.

R2- La définie-positivité  se  résume par
Vx#0, ¢(x,x)>0

Définition 2: Espace préhilbertien réel, es-

pace euclidien

Si E est un R-espace vectoriel, et si ¢ un
produit scalaire sur E, on dit que (E, ¢) est un
espace préhilbertien réel.

Si E est un R-espace vectoriel de dimen-
sion finie, et si ¢ un produit scalaire sur E, on
dit que (E, ) est un espace euclidien.

Remarque

R3 — Un espace euclidien est donc un espace
préhilbertien réel de dimension finie.

R4 — On note en général (x|y) ou (x|y) Ou (x, y)
ou x-y ala place de ¢(x, ).

R5— (-|-) est un produit scalaire
VxeE, (x]) o
linéaires;
VyeE, (ly)
=1 (5~ ly) symétrique;

VxeE, (x|x)=0

(x|x)=0=x=0

E Exemples

ﬂ Sur R”

Définition 3 : Produit scalaire canonique sur

]RIZ
Pour des vecteurs x et y de R", avec
x=(x1,...,xp) € y=(y,...,yn), ON définit

(xly) =

(-|) fait de R"™ un espace euclidien : c’est
le produit scalaire canonique sur R”.
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Remarque

Ré6 — Important : Si X et v désignent les ma-
frices colonnes des composantes de x
et de y dans la base canonique, on re-
marque que (x|y) =

R7- Dans R?, (x|y) = x1y1 + x2)2, dans R3,
(xly)=x1)1+ X2y2 + X3)3.

H Sur .4,(R)

Définition 4 : Produit scalaire canonique sur
My (R)

Pour des vecteurs A et Bde #,(R), on dé-
finit
(A|B) =
(-] fait de ., R) un espace euclidien :
c’est le produit scalaire canonique sur
A, (R).

Remarque

R8 — Il s’agit en fait de I'écriture matricielle du
produit scalaire canonique sur R™.

Sur € ([a, b, R)

Définition 5 : Produit scalaire canonique

pour fonctions continues

Pour des fonctions f et g de € ([a, b],R) ou
a < b, on définit

(flg) =

(-|-) fait de <€ ([a, bl,R) un espace préhilber-
tienréel: c’est le produit scalaire canonique
sur € ([a, bl,R)

n Sur R[X]

Exercice 1

Montrer que I'on définit un produit scalaire
sur R[X] en posant

+o00o
(PIQ) = )_ anby,
n=0

+00 +00
ouP=) a,Xx"etrP=) b,x"
n=0

n=0

Exercice 2

Montrer que I'on définit un produit scalaire
sur R[X] en posant

1
(PIQ)=f1P(t)Q(t)dt.

Exercice 3

Montrer que I'on définit un produit scalaire
sur R[X] en posant

m
(PIQ)=/0 P(cos(0))Q(cos(0))db.

Norme euclidienne

n Définition

Définition 6 : Norme euclidienne

Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel.
Pour tout vecteur x de E, on pose

Il =

L'application ||| est appelée norme eu-
clidienne sur E associée au produit scalaire
C1).

Remarque

R9 — La positivité du produit scalaire rend cette
définition licite.

Exemple
E1-— Sur R"” muni de son produit scalaire cano-

nique, |x|l =

En particulier, sur R, [ x|l =

E2 — Sur ., (R) munide son produit scalaire ca-
nonique, ||A| =

E3 — Sur <€ ([a, bl,R) muni de son produit scalaire

canonique, ||f] =
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u Identités remarquables et polarisa-

tion

Propriété 1 : Identités remarquables

Soit E un espace préhilbertien réel et ||.|
la norme associée au produit scalaire.
Pour fous vecteurs x et y de E,

ON R
() [x=yl"=

(iih Identité du parallélogramme (HP)
2 2
lx+yl"+ -y =

Remarque : lllustration géométrique de cette
derniére identité

R10 —

Propriété 2 : Identités de polarisation

Soit (E,(-])) un espace préhilbertien réel
et ||| la norme associée au produit scalaire.
Pour fous vecteurs x et y de E,

(N (xly) =

(i (xly)=

Inégalité de Cauchy-Schwarz

de Cauchy-

Théoreme 1 : Inégalité

Schwarz

Soit (E,| ) un espace prehilbertien réel.
Alors

ou encore,

avec egalité si et seulement si

Remarque

R11 - Linégalité est encore valable pour une
forme bilinéaire symétrique seulement po-
sitive, mais le cas d'égalité n’est plus va-
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lable. C’est le cas par exemple de la co-
variance.

Exemple
E4— SurR”,

E5 — Sur.#,[R),

E6— Sur €(la,b],R),

Exercice 4: CCINP 76

Soit E un R-espace vectoriel muni d’un pro-
duit scalaire noté ().
On pose VY x € E, ||x|| = V(x]x).

1. (a) Enoncer et démontrer l'inégalité de
Cauchy-Schwarz.

(b) Dans quel cas a-t-on égalité? Le dé-
montrer.

2. Soit E={fe%(la,b],R),Vx€la,b] f(x)>0}.
Prouver que I'ensemble

b b 1
Hdt —dl’, E
{faf” “J. To fe}

admet une borne inférieure m et détermi-
ner la valeur de m.

Exercice 5: CCINP 79
Soit a et b deux réels tels que a < b.

1. Soit 2 une fonction continue et positive de
[a, b] dans RR.

b
Démontrer que f h(x)dx=0= h=0.
a

2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions
continues de [4, b] dans R.

b
On pose : Y (f,g) € E?, (f1g) =f f(x)g(x)dx.
a

Démontrer que I'on définit ainsi un produit
scalaire sur E.

1
3. Majorer f vxe *dx en utilisant I'inégalité
0
de Cauchy-Schwarz.
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n Inégalité triangulaire

Propriété 3 : Inégalité de Minkowski

Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel, de
norme euclidienne associée ||-||. Alors

avec egalité si et seulement si

Corollaire 1: Double inégalité

Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel, de
norme euclidienne associée ||-||. Alors

E Norme sur un R-espace vectoriel

Définition 7 : Norme

On appelle norme sur un R-espace vec-
toriel E, toute application N: E — R telle que

Défini-positivité

Homogénéité

Inégalité triangulaire

Exemple
E7 - C’estle cas de

Propriété 4 :Toute norme euclidienne est

une norme

La norme euclidienne associée & un pro-
qauit scalaire est une norme sur E.

[E]:
HTTPS://MP2I.LECONTEDELISLE. RE i
Ot

Remarque

R12 — |l existe d'autre normes qui ne sont pas
issues de produit scalaire. Par exemple,
dans R",

ou sur €(la,bl,R),

La norme euclidienne est en général no-
tée ||-».

Définition 8 : Vecteur normé

Un vecteur x d’un espace préhilbertien E
est dit normé, ou unitaire si

Remarque

R13 — Six estun vecteur non nul, alors est
unitaire, de méme sens et de méme direc-
tion.

Définition 9 : Distance euclidienne et écart

angulaire

Etant donné des vecteurs x et y d’un es-
pace préhilbertien réel E, on définit :
s la distance euclidienne d(x,y) par
d(x,y) =
m si x et y sont non nuls, I'écart angulaire
0 est le réel défini par

0¢e et cosf =

Remarque

R14 - La bonne définition provient de I'inéga-
lité de Cauchy-Schwarz, laguelle se re-
frouve 4 partir de cette définition car
cosf| < 1.

R15 — Autrement dit, (x|y) =

Définition 10: Distance & une partie non

vide
Si A est une partie non vide de E préhil-

bertien réel, et x € E, on définit la distance
de x d A par
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Remarque

R16 — La borne inférieure existe foujours car
gx:{Hx—y” ; yeA}

m ORTHOGONALITE

II Vecteurs orthogonaux

Définition 11 : Vecteurs orthogonaux

Soit (E, (-]1)) un espace préhilbertien réel, x
et y des vecteurs de E.

x et y sont dit orthogonaux si et seule-
ment si (x|y) = 0. On écrit parfois x L y.

Remarque
R17 — 0g est orthogonal & fout vecteur.

R18 — La notion d’orthogonalité ne prend de
sens qu’en dimension au moins 2.

Théoreme 2 : Théoréme de Pythagore

Soit (E,(-|)) un espace préhilbertien réel,
x et y des vecteurs de E.

Remarque

R19 — Cela permet bien de retrouver le théo-
reme de Pythagore fel qu’on le connait.

E Famille orthonormale

Définition 12 : Familles orthogonale et or-

thonormale

Soit E un espace préhilbertien réel,
(v1,...,vp) € EP.

(v1,...,vp) est une famille orthogonale de
E si et seulement si

(v1,...,vp) est une famille orthonormale
de E si ef seulement si
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Exemple

E8 — La base canonique est orthonormale
pour le produit scalaire canonique de R”.

E9 - La base canonique de ., (K) est ortho-
normale pour le produit scalaire cano-
nique.

E10— La famille des polyndmes de Legendre
est orthogonale pour le produit sco-
1

laire (P|Q) = f P(1)Q(rdt (voir sujet de
-1
concours blanc).

E11- La famille des polyndmes de Tcheby-
chev est orthogonale pour le produit sco-

T
laire (P|Q)=f P(cosB)Q(cosH)db.
0

Propriété 5 : orthogonale + non nuls = libre

Toute famille orthogonale de vecteurs
non nuls (en particulier foute famille ortho-
normale) d’un espace préhilbertien réel est
libre.

Remarque

R20 - C’est un moyen pratique et usuel pour
montrer qu’une famille est libre !

Corollaire 2 : Nombre maximal de vecteurs

orthogonaux

Si E est un espace euclidien de dimen-
sion n, il n’existe pas de famille orthogonale
de plus de n vecteurs non nuls.

Théoréeme 3 : Théoreme de Pythagore

Soit, dans un espace préhilbertien réel E,
une famille orthogonale (vy) e, - On A

Attention : la réciproque n’est vraie que
pour p=2.

Ensembles orthogonaux

Définition 13 : Parties orthogonales

Soient (E,(-])) un espace préhilbertien
réel et A, B des parties non vides de E.

On dit que A est orthogonale & B si et
seulement si

On note AL B.
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Exemple

E12 — Tout ensemble non vide est orthogonal &
{Og}.

E13- Soient A = R@1,-1,00 + R(0,0,1) et
B = R(1,1,0). Alors A est orthogonale
a B.

Propriété 6 : Intersection de parties ortho-

gonales

Si A, B € Z(E)\{@} sont orthogonales, alors
ANB=

Remarque

R21 - Si F et G sont des sous-espaces vectoriels
de E orthogonaux, alors FNn G = {0g} : leur
somme est directe.

Exemple

E14- Parties de R3? orthogonales d’inter-
section vide : A = (0,1,0) + R(1,0,0) et
B=1RR(0,0,1).

ﬂ Orthogonal d’une partie

Définition 14 : Orthogonal d’une partie

Soient (E,(-|)) un espace préhilbertien
réel, et Aune partie non vide de E. On définit
I'orthogonal de A comme I'ensemble des
vecteurs orthogonaux & tout vecteur de A :

Al =

XAt =

I s’agit de la plus grande partfie de E
(pour I'inclusion) orthogonale & A.

Exemple
E15— Dans R?, R3.

Propriété 7 : Décroissance de I'orthogonal

Soient (E,(:|) préhilbertien réel, et A, B
des parties non vides de E.
Si Ac B, alors

Propriété 8 : Lorthogonal est un sev

Soient (E, (-|-)) préhilbertien réel, et A une
partie non vide de E.

Al est un sous-espace vectoriel de E.

De plus, A+ = (Vect A)*.

Corollaire 3 : Orthogonal et famille généra-
trice

Soit F un sous-espace de E préhilbertien
réel.

Si F =VectA (A engendre F) et si x est un
vecteur de E,

x€FL<=>

Remarque

R22 — En particulier, connaissant une base de
F, il suffit d"étre orthogonal aux vecteurs
de la base pour étre orthogonal d F.

Propriété 9

Soit E un espace préhilbertien réel, F
sous-espace vectoriel de E.

m EL={0g} ef {0g}+ =E.

s Fc(FY)h

Remarque

R23 - Le seul vecteur orthogonal & tous les
autres est le vecteur nul. Cela peut étre
fres utile !

Exercice 6 : CCINP 39

On note ¢2 'ensemble des suites x = (x,,) e
de nombres réels telles que la série ) x?
converge.

1. (a) Démontrer que, pour x = (x,)nen € £2
et y = wnen € €2, la série ) x,yn

EsPACES PREHILBERTIENS REELS - PAGE 6 SUR 11


https://mp2i.lecontedelisle.re

J. Larochette

converge.

+00o
On pose alors (x|y) = Y_ x,yn.
n=0

(b) Démontrer que ¢?> est un sous-
espace vectoriel de [I'espace
vectoriel des suites de nombres
réels.

Dans la suite de I'exercice, on admet que
(1) est un produit scalaire dans ¢2.

On suppose que ¢ est muni de ce produit
scalaire et de la norme euclidienne asso-
ciée.

2. (supprimée)

3. On considére I'ensemble F des suites
réelles presque nulles c’est-a-dire I'en-
semble des suites réelles dont tous les

termes sont nuls sauf peut-étre un nombre
fini de termes.

Déterminer F+ (au sens de (|)).
Comparer F et (F4)".

m ESPACES OU SOUS-ESPACES
EUCLIDIENS

Rappel : Un espace euclidien est un R-espace
vectoriel de dimension finie muni d’un produit sca-
laire.

Il Base orthonormale

Théoreme 4 : Existence de base orthonor-

male

Tout espace euclidien non réduit & 0g
admet une base orthonormale (abregée en
b.o.n.).

On a méme un algorithme permettant de
fransformer une base en base orthonormale.
Découvrons-le sur un exemple avant de le formali-
ser .

Exemple

E16 — Dans R muni de sa structure euclidienne
canonique, on considére e; = (0,1,1),
e> = (1,0,1), e3 = (1,1,0). Il est facile de voir
que (e, ez, e3) est une base de R? (en cal-
culant le déterminant dans la base cano-
nique, par exemple).

On va d’abord transformer la famille en
une famille orthogonale, puis orthonor-
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male qui sera donc bien une base.

Définition 15 : Orthonormalisation de Gram-

Schmidt

Etant donné (E, |) un espace euclidien, et
(e1,...,e,) UNE base de E :

1. On pose ¢; = e;.

2. Par récurrence, pour j > 2, on cherche
des réels 1, tels que le vecteur

j-1
Ej=ejt Z Ak€Ex
k=1
soit orthogonal & tous les g; pour
iel,j-1]:
Vi<j, (gilej)=0.

3. On normallise les vecteurs :
(et
el lenll)

Remarque

R24 — |l est aussi possible de normaliser les vec-
teurs au fur et & mesure plutdét que de le
faire & la fin pour tous.

Propriété 10

On obtient ainsi que (¢4, ...,e,) €st une fa-
mille orthogonale de vecteurs non nuls tels
que pour tout j, Vect(ey,...,e;) = Vect(ey,...,£})
et la composante sur e; de e; vaut 1.

E E
On a alors (—1—”) est une b.o.n
el llenll
de E.
Remarque

R25 — Matrice de passage de la base (ey,...,ep)
A la base (e1,...,e,) :

R26— Il se peut dans certaines situations
qu’'une base orthogonale nous suffise.
(U'expression est plus simple, mais pas
forcément les calculs).
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Tout sous-espace vectoriel non nul d’un
espace euclidien admet une base ortho-
normale.

Corollaire 5 : Théoreme de la b.o.n. incom-

plete

Tout famille orthonormale d’un espace
euclidien peut éfre complétée en une
b.o.n. de cet espace.

E Coordonnées, produit sca-
laire et norme en base ortho-

normale

Propriété 11 : Expression en b.o.n.

Soit (E,(-|)) un espace euclidien et
B = (e,...,e,) Une base orthonormale de E :
n

n
x=) xie;ety=) yie;. Alors

i=1 i=1

Vie[l,n], x;=
(xly) =

llxll =

Remarque : Important

R27 — Si X et Y désignent respectivement les
vecteurs colonnes des composantes de x
et y dans la base £, alors (x|y) = XT x Y et

llxll = vXTxX.

Propriété 12 : Changement de base ortho-
normale

Soit E euclidien, % et 98’ des bases ortho-
normales.

() Sip=p%, pl=pT,
(i Siue £(E), la formule de changement
de base s’écrit

Matg (1) = PT Matg(u) P

Corollaire 4 : Existence de b.o.n.

[E;
HTTPS://MP2I.LECONTEDELISLE.RE ":E‘,E,E i
O sr=2)

(iiiy detgg B’ = 1.

Remarque

R28 - /\ La réciproque est fausse, il ne suffit
pas que ce déterminant vale +1 pour que
les bases soient orthonormales.

R29 — Faciles, leschangements de bases ortho-
normales !!!

Propriétés de F+

Théoreme 5 : Supplémentarité de I'ortho-

gonal d’un sevdf

Si F est un sev de dimension finie de E
préhilbertien réel, alors

E=FeoF-=FQOF*

Le sev Ft est alors appelé supplémen-
taire orthogonal de F, il est unique.

Corollaire 6

Soit E un espace euclidien, F et G des
sous-espaces vectoriels de E.

() dimF*=dimE-dimF (i) (F+G)* =FnG*
(i (FY)"=F (V) (FNG)t=Ft+Gt

Exercice 7 : CCINP 77
Soit E un espace euclidien.

1. Soit A un sous-espace vectoriel de E.
Démontrer que (A%)" = A.
2. Soient F et G deux sous-espaces vecto-
riels de E.
(a) Démontrer que (F+G)* = F+nG* .
(b) Démontrer que (FNG)* = F+ +G*.

Exercice 8 : CCINP 92

Soit n e N*. On considére E = .#,(R) 'espace
vectoriel des matrices carrées d’ordre n.
On pose : V(A,B) € E?, (A,B) = tr(ATB) ol tr dé-

signe la trace et AT désigne la transposée de
la matrice A.

1. Prouver que (,) est un produit scalaire sur
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I8},

2. Onnote S, (R) 'ensemble des matrices sy-
métriques de E.
Une matrice A de E est dite antisymétrique
lorsque AT = —A.
On note A, (R) I'ensemble des matrices
antisymétriques de E.
On admet que S, (R) et A,(R) sont des
sous-espaces vectoriels de E.

(a) Prouver que E=S,(R)® A,(R).
(b) Prouver que A,(R)* = S,(R).

3. Soit FI'ensemble des matrices diagonales
de E. Déterminer F'.

ﬂ Projections orthogonales

Définition 16 : Projection orthogonale

Soit E un espace préhilbertien réel, et F
un sous-espace de E de dimension finie.

On appelle projecteur orthogonal sur F
la projection pr sur F parallélement & F*.

Remarque

R30 — Cette définition est justifiee par le fait
que E=Fe F*,

Propriété 13 : des projections orthogonales

pr e L(E) et pp = p2
F=Impr =Ker(pr—idg)
Ft= Kerpr

Impr @ Kerpr=E
VxeE,

pr(x) € Fetx— pr(x) € F.

Remarque

R31 — lllustration :
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pr(X)

ol

F

R32 — Le projeté orthogonal de x € E est le seul
vecteur ye E tel que ye F et x—ye F*. Pra-
tique pour le trouver!

Exercice 9 : CCINP 80
Soit E I'espace vectoriel des applications
continues et 2n-périodiques de R dans R.

21
1. Démontrer que (f | g) = %f fgmde
0
définit un produit scalaire sur E.

2. Soit F le sous-espace vectoriel engendré
par f:x— cosx et g: x— cos(2x).

Déterminer le projeté orthogonal sur F de
la fonction u: x — sin? x.

Propriété 14 : Expression en base orthonor-
male

Soit F un sous-espace vectoriel de
dimension finie de E préhilbertien réel,
(e1,...,ep) Une base orthonormale de F. Alors

VxeE, pr(x)=

Remarque

R33 - On peut voir le procédé d’orthogonao-
lisation de Gram-Schmidt en terme de
projection : nous cherchions un vecteur

j-1
EjZej"'z/lkEk ie.
k=1

J=l
ej=€j—k2_:11k£’k. (])

Donc, sil’'on note F = Vect(ey,...,£j-1), (1) est
la décomposition de e; dans F+ e F. Donc
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j-1
ej=ppL(ej) ef —Z Axer = pr(ej).
k=1

De plus, ici (e,...,ej-1) est  une

base orthogonale de F, donc
£ Ej-1
=L ..,—=—_1 en est une b.on. et
lenl llej-1]l
j-1 j-1 .
Ek Ek (5k|e])
prlej) = Z(— ej)_ = > €k
=1 Ulegll ekl =1 ekl
d’ou I'expression des A que l'on avait
frouve.

A savoir retrouver plutét que de connaitre par
coeur :
m Projection orthogonale sur une droite : D = Ra,

oU a # 0g. Alors (ma) est une base orthonor-
mée de D et

(Attention & ne pas oublier le |al?...)
m Projection orthogonale sur un hyperplan :
H=MRa)*, ol a#0g.

Exemple

E17 — Soit E = R3, P le plan d’équation carté-
sienne x-z=0.
On note % = (e, e, e3) la base canonique
de R3.
Quelle est la matrice dans % de pp?

Remarque
R34 — Si 8 (Qui peut étre choisie orthonormale)

estune base adaptée dla décomposition
E=FQ F+,
(0)

Matg(pr) =

(0)

0

ou les p premiers vecteurs de # forment
une base de F = Ker(pr —idg) = Impp et
nous donnent les p premiéres colonnes
avec des 1 sur la diagonale, et les n—p
autres forment une base de F+ = Ker pr et
nous donnent les n— p dernieres colonnes
nulles.

[E]:
HTTPS://MP2I.LECONTEDELISLE. RE i
Ot

Propriété 15 : Inégalité de Bessel

Soit E un espace preéhilbertien, F un sous-
espace vectoriel de E de dimension finie, pr
la projection orthogonale sur F. Alors

Vx€E, ||pr)| <lxl

H Distance & un sous-espace

On a vu gue si F est un sous-espace vectoriel
d’un espace préhilbertien réel E, alors, pour tout
x€eE,

d(x, )= inf d(x,y) = inf [yl

Propriété 16 : Expression de la distance a
un sevdf

Soit F est un sous-espace vectoriel de di-
mension finie d’un espace preéhilbertien E,
et xe E.

Alors la distance de x & F est atteinte en
le projeté orthogonal pr(x) de x sur F , et
seulement en ce vecteur :

d(x,F) =d(x, pr(x)) = | x— pr0)|

et si dx,F) = |x-y|| avecy € F, alors
Y= prx).

De plus, si (e, ...,ep) €st une b.o.n. de F,
d(x, F)* =

Si, enfin, F+ est aussi de dimension finie et
(ep+1,...,€n) UNE b.O.N. de F*,

d(x,F)?> =

5 Méthode 1 : Détermination pratique
de pr(x)

Plutét que de calculer une b.o.n. de F
(orthonormalisation de Gram-Schmidt), il peut
étre plus économique d’écrire que pr(x) est le
seul vecteur de ye F tel que x—ye F*.

Connaissant une base quelconque de F,
on décompose y dans cette base et on traduit
I'orthogonalité de x—y & chague vecteur de la
base : autant d’équation que d’inconnues.

On résout et on trouve y = pr(x).
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Remarque

R35 - Si F nest pas de dimension finie, cette
distfance n’est pas nécessairement at-
teinte. Ainsi, par exemple, si E = €([0,1],IR)
muni du produit scalaire canonique et si
F est le sous-espace vectoriel des fonc-
fions polynomiales, alors d(exp,F) n’est
pas atteinte car on peut montrer que

n xk .
d(exp,xwg]ﬁ) —— 0 donc cette dis-
tance est nulle. Ainsi, dire qu’elle serait at-
teinte serait dire que exp € F ce qui est faux
(frop de dérivées non nulles ?).

On peut d’ailleurs montrer plus générale-
ment, que si d(x,F) est atteinte pour un
y € F, adlors x -y € F+ et on peut montrer
que si F est le sous-espace vectoriel des
fonctions polynomiales, F* = {0}.

Exercice 10: CCINP 81

On définit dans .4, (R) x .4, (R) 'application
@ par: ¢(AA) =t(ATA'), ol tr(ATA') désigne
la trace du produit de la matrice ‘A par la
matrice A'.
On admet que ¢ est un produit scalaire sur
Mo (R) .

a b
On note & = , (a,b) e R? .
-b a

1. Démontrer que & est un sous-espace vec-
toriel de ./, (R).

2. Déterminer une base de .
3. Déterminer la projection orthogonale de

1 1
J= sur F1.
1 1

4. Calculer la distance de J a &.

Exercice 11: CCINP 82

Soit E un espace préhilbertien et F un sous-
espace vectoriel de E de dimension finie n > 0.

On admet que, pour tout x € E, il existe un
élément unique y, de F tel que x- y, soit ortho-
gonal a F et que la distance de x & F soit égale

A [lx= ol

a b a b
Pour A = et A = , on pose
c d ¢ d
(Al A')=ad +bb' +cc' +dd'.
1. Démontrer que (.|.) est un produit scalaire
sur /> (R).
2. Calculer la distance de la matrice

VERSION DU 23 JUILLET 2023

A=(19) au sous-espace vectoriel F des
matrices triangulaires supérieures.

Corollaire 7 : Distance & un hyperplan

Soit E un espace euclidien, H un hyper-
plan de E de vecteur normal a : H= (Ra)*.
Alors, pour tout x € E,

[(alx)]
lal
Si ayx1 +---+ anx, =0 est une équation de

H dans une base % de E et si (x1,...,x,) sont
les coordonnées de x dans cette base, alors

d(x, H) =

laix1 + -+ apxyl

d(x, H) =

2

a

+otad
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