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Espaces Préhilbertiens Réels

Tous les espaces vectoriels de ce chapitre,
souvent notés E , sont des R-espaces vecto-
riels.

I PRODUIT SCALAIRE ET NORME
EUCLIDIENNE

1 Définition d’un produit sca-
laire

Définition 1 : Produit scalaire
Soit E un R-espace vectoriel.
On appelle produit scalaire sur E toute

forme bilinéaire symétrique définie-positive.
C’est-à-dire toute application

φ : E ×E −→R

telle que

(i) Bilinéarité :

Linéarité à gauche : Pour tout y ∈ E ,

l’application x 7→φ(x, y) est linéaire :

Linéarité à droite : Pour tout x ∈ E ,

l’application y 7→φ(x, y) est linéaire :

(ii) Symétrie :
(iii) Définie-positivité :

Positivité :

Caractère défini :

Remarque
R 1 – Dans la pratique on commence par mon-

trer la symétrie, et alors la linéarité à droite
découle de la linéarité à gauche et vice
versa : il suffit de ne montrer que l’une ou
l’autre.

R 2 – La définie-positivité se résume par
∀x 6= 0, φ(x, x) > 0

Définition 2 : Espace préhilbertien réel, es-
pace euclidien

Si E est un R-espace vectoriel, et si φ un
produit scalaire sur E , on dit que (E ,φ) est un
espace préhilbertien réel.

Si E est un R-espace vectoriel de dimen-
sion finie, et si φ un produit scalaire sur E , on
dit que (E ,φ) est un espace euclidien.

Remarque
R 3 – Un espace euclidien est donc un espace

préhilbertien réel de dimension finie.
R 4 – On note en général (x|y) ou 〈x|y〉 ou 〈x, y〉

ou x · y à la place de φ(x, y).
R 5 – (·|·) est un produit scalaire

⇐⇒



∀x ∈ E , (x|·)
∀ y ∈ E , (·|y)

linéaires ;

(x, y) 7→ (x|y) symétrique ;
∀x ∈ E , (x|x)⩾ 0

(x|x) = 0 =⇒ x = 0

2 Exemples

a Sur Rn

Définition 3 : Produit scalaire canonique sur
Rn

Pour des vecteurs x et y de Rn , avec
x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, . . . , yn), on définit

(x|y) =

(·|·) fait de Rn un espace euclidien : c’est
le produit scalaire canonique sur Rn .
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Remarque
R 6 – Important : Si X et Y désignent les ma-

trices colonnes des composantes de x
et de y dans la base canonique, on re-
marque que (x|y) =

R 7 – Dans R2, (x|y) = x1 y1 + x2 y2, dans R3,
(x|y) = x1 y1 +x2 y2 +x3 y3.

b Sur Mn(R)

Définition 4 : Produit scalaire canonique sur
Mn(R)

Pour des vecteurs A et B deMn(R), on dé-
finit

(A|B) =
(·|·) fait de Mn(R) un espace euclidien :

c’est le produit scalaire canonique sur
Mn(R).

Remarque
R 8 – Il s’agit en fait de l’écriture matricielle du

produit scalaire canonique sur Rn2 .

c Sur C ([a,b],R)

Définition 5 : Produit scalaire canonique
pour fonctions continues

Pour des fonctions f et g de C ([a,b],R) où
a < b, on définit

( f |g ) =
(·|·) fait deC ([a,b],R) un espacepréhilber-

tien réel : c’est leproduit scalaire canonique
sur C ([a,b],R)

d Sur R[X ]

Exercice 1
Montrer que l’on définit un produit scalaire

sur R[X ] en posant

(P |Q) =
+∞∑
n=0

anbn

où P =
+∞∑
n=0

an X n et P =
+∞∑
n=0

bn X n .

Exercice 2
Montrer que l’on définit un produit scalaire

sur R[X ] en posant

(P |Q) =
∫1

−1
P (t )Q(t )dt .

Exercice 3
Montrer que l’on définit un produit scalaire

sur R[X ] en posant

(P |Q) =
∫π

0
P (cos(θ))Q(cos(θ))dθ.

3 Norme euclidienne

a Définition

Définition 6 : Norme euclidienne
Soit (E , | ) un espace préhilbertien réel.
Pour tout vecteur x de E , on pose

‖x‖ =

L’application ‖·‖ est appelée norme eu-
clidienne sur E associée au produit scalaire
(·|·).

Remarque
R 9 – La positivité du produit scalaire rend cette

définition licite.

Exemple
E 1 – Sur Rn muni de son produit scalaire cano-

nique, ‖x‖ =

En particulier, sur R, ‖x‖ =
E 2 – SurMn(R) muni de son produit scalaire ca-

nonique, ‖A‖ =
E 3 – SurC ([a,b],R) muni de son produit scalaire

canonique,
∥∥ f

∥∥=
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b Identités remarquables et polarisa-
tion

Propriété 1 : Identités remarquables

Soit E un espace préhilbertien réel et ‖.‖
la norme associée au produit scalaire.

Pour tous vecteurs x et y de E ,
(i)

∥∥x + y
∥∥2 =

(ii)
∥∥x − y

∥∥2 =
(iii) Identité du parallélogramme (HP)∥∥x + y

∥∥2 +∥∥x − y
∥∥2 =

Remarque : Illustration géométrique de cette
dernière identité
R 10 –

Propriété 2 : Identités de polarisation

Soit (E , (·|·)) un espace préhilbertien réel
et ‖.‖ la norme associée au produit scalaire.

Pour tous vecteurs x et y de E ,
(i) (x|y) =

(ii) (x|y) =

c Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théorème 1 : Inégalité de Cauchy-
Schwarz

Soit (E , | ) un espace préhilbertien réel.
Alors

ou encore,

avec égalité si et seulement si

Remarque
R 11 – L’inégalité est encore valable pour une

forme bilinéaire symétrique seulement po-
sitive, mais le cas d’égalité n’est plus va-

lable. C’est le cas par exemple de la co-
variance.

Exemple
E 4 – Sur Rn ,

E 5 – Sur Mn(R),

E 6 – Sur C ([a,b],R),

Exercice 4 : CCINP 76
Soit E un R-espace vectoriel muni d’un pro-

duit scalaire noté ( | ).
On pose ∀x ∈ E , ||x|| =p

(x|x).
1. (a) Énoncer et démontrer l’inégalité de

Cauchy-Schwarz.
(b) Dans quel cas a-t-on égalité? Le dé-

montrer.
2. Soit E = {

f ∈C ([a,b] ,R) , ∀x ∈ [a,b] f (x) > 0
}
.

Prouver que l’ensemble{∫b

a
f (t )dt ×

∫b

a

1

f (t )
dt , f ∈ E

}
admet une borne inférieure m et détermi-
ner la valeur de m.

Exercice 5 : CCINP 79
Soit a et b deux réels tels que a < b.

1. Soit h une fonction continue et positive de
[a,b] dans R.

Démontrer que
∫b

a
h(x)dx = 0 =⇒ h = 0.

2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions
continues de [a,b] dans R.

On pose : ∀ ( f , g ) ∈ E 2,
(

f |g )=∫b

a
f (x)g (x)dx.

Démontrer que l’on définit ainsi un produit
scalaire sur E .

3. Majorer
∫1

0

p
xe−x dx en utilisant l’inégalité

de Cauchy-Schwarz.
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d Inégalité triangulaire

Propriété 3 : Inégalité de Minkowski

Soit (E , | ) un espacepréhilbertien réel, de
norme euclidienne associée ‖·‖. Alors

avec égalité si et seulement si

Corollaire 1 : Double inégalité

Soit (E , | ) un espacepréhilbertien réel, de
norme euclidienne associée ‖·‖. Alors

e Norme sur un R-espace vectoriel

Définition 7 : Norme
On appelle norme sur un R-espace vec-

toriel E , toute application N : E →R telle que
Défini-positivité

■

■

Homogénéité

Inégalité triangulaire

Exemple
E 7 – C’est le cas de

Propriété 4 : Toute norme euclidienne est
une norme

La norme euclidienne associée à un pro-
duit scalaire est une norme sur E .

Remarque
R 12 – Il existe d’autre normes qui ne sont pas

issues de produit scalaire. Par exemple,
dans Rn ,

ou sur C ([a,b],R),

La norme euclidienne est en général no-
tée ‖·‖2.

Définition 8 : Vecteur normé
Un vecteur x d’un espace préhilbertien E

est dit normé, ou unitaire si

Remarque
R 13 – Si x est un vecteur non nul, alors est

unitaire, demême sens et demême direc-
tion.

Définition 9 : Distance euclidienne et écart
angulaire

Étant donné des vecteurs x et y d’un es-
pace préhilbertien réel E , on définit :

■ la distance euclidienne d(x, y) par
d(x, y) =

■ si x et y sont non nuls, l’écart angulaire
θ est le réel défini par

θ ∈ et cosθ =

Remarque
R 14 – La bonne définition provient de l’inéga-

lité de Cauchy-Schwarz, laquelle se re-
trouve à partir de cette définition car
|cosθ|⩽ 1.

R 15 – Autrement dit, (x|y) =

Définition 10 : Distance à une partie non
vide

Si A est une partie non vide de E préhil-
bertien réel, et x ∈ E , on définit la distance
de x à A par
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Remarque
R 16 – La borne inférieure existe toujours car

Ex =
{∥∥x − y

∥∥ ; y ∈ A
}

II ORTHOGONALITÉ

1 Vecteurs orthogonaux

Définition 11 : Vecteurs orthogonaux
Soit (E , (·|·)) un espace préhilbertien réel, x

et y des vecteurs de E .
x et y sont dit orthogonaux si et seule-

ment si (x|y) = 0. On écrit parfois x ⊥ y .

Remarque
R 17 – 0E est orthogonal à tout vecteur.
R 18 – La notion d’orthogonalité ne prend de

sens qu’en dimension au moins 2.

Théorème 2 : Théorème de Pythagore

Soit (E , (·|·)) un espace préhilbertien réel,
x et y des vecteurs de E .

Remarque
R 19 – Cela permet bien de retrouver le théo-

rème de Pythagore tel qu’on le connaît.

2 Famille orthonormale

Définition 12 : Familles orthogonale et or-
thonormale

Soit E un espace préhilbertien réel,
(v1, . . . , vp ) ∈ E p .

(v1, . . . , vp ) est une famille orthogonale de
E si et seulement si

(v1, . . . , vp ) est une famille orthonormale
de E si et seulement si

Exemple
E 8 – La base canonique est orthonormale

pour le produit scalaire canonique de Rn .
E 9 – La base canonique de Mn(K) est ortho-

normale pour le produit scalaire cano-
nique.

E 10 – La famille des polynômes de Legendre
est orthogonale pour le produit sca-
laire (P |Q) =

∫1

−1
P (t )Q(t )dt (voir sujet de

concours blanc).
E 11 – La famille des polynômes de Tcheby-

chev est orthogonale pour le produit sca-
laire (P |Q) =

∫π

0
P (cosθ)Q(cosθ)dθ.

Propriété 5 : orthogonale + non nuls⇒ libre

Toute famille orthogonale de vecteurs
non nuls (en particulier toute famille ortho-
normale) d’un espace préhilbertien réel est
libre.

Remarque
R 20 – C’est un moyen pratique et usuel pour

montrer qu’une famille est libre !

Corollaire 2 : Nombremaximal de vecteurs
orthogonaux

Si E est un espace euclidien de dimen-
sion n, il n’existe pas de famille orthogonale
de plus de n vecteurs non nuls.

Théorème 3 : Théorème de Pythagore

Soit, dans un espace préhilbertien réel E ,
une famille orthogonale (vi )i∈J1,pK. On a

Attention : la réciproque n’est vraie que
pour p = 2.

3 Ensembles orthogonaux

Définition 13 : Parties orthogonales
Soient (E , (·|·)) un espace préhilbertien

réel et A,B des parties non vides de E .
On dit que A est orthogonale à B si et

seulement si
On note A ⊥ B .
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Exemple
E 12 – Tout ensemble non vide est orthogonal à

{0E }.
E 13 – Soient A = R(1,−1,0) + R(0,0,1) et

B = R(1,1,0). Alors A est orthogonale
à B .

Propriété 6 : Intersection de parties ortho-
gonales

Si A,B ∈P (E)\{∅} sont orthogonales, alors
A∩B =

Remarque
R 21 – Si F et G sont des sous-espaces vectoriels

de E orthogonaux, alors F ∩G = {0E } : leur
somme est directe.

Exemple
E 14 – Parties de R3 orthogonales d’inter-

section vide : A = (0,1,0) + R(1,0,0) et
B =R(0,0,1).

4 Orthogonal d’une partie

Définition 14 : Orthogonal d’une partie
Soient (E , (·|·)) un espace préhilbertien

réel, et A unepartie non videde E . Ondéfinit
l’orthogonal de A comme l’ensemble des
vecteurs orthogonaux à tout vecteur de A :

A⊥ =

x ∈ A⊥ ⇐⇒
Il s’agit de la plus grande partie de E

(pour l’inclusion) orthogonale à A.

Exemple
E 15 – Dans R2, R3.

Propriété 7 : Décroissance de l’orthogonal

Soient (E , (·|·)) préhilbertien réel, et A,B
des parties non vides de E .

Si A ⊂ B , alors

Propriété 8 : L’orthogonal est un sev

Soient (E , (·|·)) préhilbertien réel, et A une
partie non vide de E .

A⊥ est un sous-espace vectoriel de E .
De plus, A⊥ = (Vect A)⊥.

Corollaire 3 : Orthogonal et famille généra-
trice

Soit F un sous-espace de E préhilbertien
réel.

Si F = Vect A (A engendre F ) et si x est un
vecteur de E ,

x ∈ F⊥ ⇐⇒

Remarque
R 22 – En particulier, connaissant une base de

F , il suffit d’être orthogonal aux vecteurs
de la base pour être orthogonal à F .

Propriété 9

Soit E un espace préhilbertien réel, F
sous-espace vectoriel de E .

■ E⊥ = {0E } et {0E }⊥ = E .
■ F ⊂ (

F⊥)⊥,
Remarque
R 23 – Le seul vecteur orthogonal à tous les

autres est le vecteur nul. Cela peut être
très utile !

Exercice 6 : CCINP 39
On note ℓ2 l’ensemble des suites x = (xn)n∈N

de nombres réels telles que la série
∑

x2
n

converge.
1. (a) Démontrer que, pour x = (xn)n∈N ∈ ℓ2

et y = (yn)n∈N ∈ ℓ2, la série
∑

xn yn
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converge.

On pose alors (x|y) =
+∞∑
n=0

xn yn .

(b) Démontrer que ℓ2 est un sous-
espace vectoriel de l’espace
vectoriel des suites de nombres
réels.

Dans la suite de l’exercice, on admet que
( | ) est un produit scalaire dans ℓ2.
On suppose que ℓ2 est muni de ce produit
scalaire et de la norme euclidienne asso-
ciée.

2. (supprimée)
3. On considère l’ensemble F des suites

réelles presque nulles c’est-à-dire l’en-
semble des suites réelles dont tous les
termes sont nuls sauf peut-être un nombre
fini de termes.
Déterminer F⊥ (au sens de ( | )).
Comparer F et

(
F⊥)⊥.

III ESPACES OU SOUS-ESPACES
EUCLIDIENS

Rappel : Un espace euclidien est un R-espace
vectoriel de dimension finie muni d’un produit sca-
laire.

1 Base orthonormale

Théorème 4 : Existence de base orthonor-
male

Tout espace euclidien non réduit à 0E

admet une base orthonormale (abrégé en
b.o.n.).

On a même un algorithme permettant de
transformer une base en base orthonormale.
Découvrons-le sur un exemple avant de le formali-
ser :

Exemple
E 16 – DansR3 muni de sa structure euclidienne

canonique, on considère e1 = (0,1,1),
e2 = (1,0,1), e3 = (1,1,0). Il est facile de voir
que (e1,e2,e3) est une base de R3 (en cal-
culant le déterminant dans la base cano-
nique, par exemple).
On va d’abord transformer la famille en
une famille orthogonale, puis orthonor-

male qui sera donc bien une base.

Définition 15 : Orthonormalisation de Gram-
Schmidt

Étant donné (E , |) un espace euclidien, et
(e1, . . . ,en) une base de E :

1. On pose ε1 = e1.
2. Par récurrence, pour j ⩾ 2, on cherche

des réels λk tels que le vecteur

ε j = e j +
j−1∑
k=1

λkεk

soit orthogonal à tous les εi pour
i ∈ J1, j −1K :

∀ i < j , (εi |ε j ) = 0.

3. On normalise les vecteurs :(
ε1

‖ε1‖
, . . . ,

εn

‖εn‖
)

.

Remarque
R 24 – Il est aussi possible de normaliser les vec-

teurs au fur et à mesure plutôt que de le
faire à la fin pour tous.

Propriété 10
On obtient ainsi que (ε1, . . . ,εn) est une fa-

mille orthogonale de vecteurs non nuls tels
que pour tout j , Vect(e1, . . . ,e j ) = Vect(ε1, . . . ,ε j )
et la composante sur e j de ε j vaut 1.

On a alors
(

ε1

‖ε1‖
, . . . ,

εn

‖εn‖
)
est une b.o.n

de E .

Remarque
R 25 – Matrice de passage de la base (e1, . . . ,en)

à la base (ε1, . . . ,εn) :
R 26 – Il se peut dans certaines situations

qu’une base orthogonale nous suffise.
(L’expression est plus simple, mais pas
forcément les calculs).

ESPACES PRÉHILBERTIENS RÉELS - PAGE 7 SUR 11



LYCÉE LECONTE DE LISLE – LA RÉUNION https://mp2i.lecontedelisle.re

Corollaire 4 : Existence de b.o.n.
Tout sous-espace vectoriel non nul d’un

espace euclidien admet une base ortho-
normale.

Corollaire 5 : Théorème de la b.o.n. incom-
plète

Tout famille orthonormale d’un espace
euclidien peut être complétée en une
b.o.n. de cet espace.

2 Coordonnées, produit sca-
laire et norme en base ortho-
normale

Propriété 11 : Expression en b.o.n.
Soit (E , (·|·)) un espace euclidien et

B = (e1, . . . ,en) une base orthonormale de E :
x =

n∑
i=1

xi ei et y =
n∑

i=1
yi ei . Alors

∀ i ∈ J1,nK, xi =

(x|y) =

‖x‖ =

Remarque : Important
R 27 – Si X et Y désignent respectivement les

vecteurs colonnes des composantes de x
et y dans la base B, alors (x|y) = X⊺×Y et
‖x‖ =p

X⊺×X .

Propriété 12 : Changement de base ortho-
normale

Soit E euclidien, B et B′ des bases ortho-
normales.
(i) Si P = PB′

B
, P−1 = P⊺.

(ii) Si u ∈ L (E), la formule de changement
de base s’écrit

MatB′(u) = P⊺ MatB(u) P

(iii) detB B′ =±1.

Remarque

R 28 – " La réciproque est fausse, il ne suffit
pas que ce déterminant vale ±1 pour que
les bases soient orthonormales.

R 29 – Faciles, les changements debases ortho-
normales !!!

3 Propriétés de F⊥

Théorème 5 : Supplémentarité de l’ortho-
gonal d’un sevdf

Si F est un sev de dimension finie de E
préhilbertien réel, alors

E = F ⊕F⊥ = F ⊥⊥⊥ F⊥

Le sev F⊥ est alors appelé supplémen-
taire orthogonal de F , il est unique.

Corollaire 6
Soit E un espace euclidien, F et G des

sous-espaces vectoriels de E .

(i) dimF⊥ = dimE−dimF

(ii)
(
F⊥)⊥ = F

(iii) (F+G)⊥ = F⊥∩G⊥

(iv) (F∩G)⊥ = F⊥+G⊥

Exercice 7 : CCINP 77
Soit E un espace euclidien.

1. Soit A un sous-espace vectoriel de E .
Démontrer que

(
A⊥)⊥ = A.

2. Soient F et G deux sous-espaces vecto-
riels de E .
(a) Démontrer que (F +G)⊥ = F⊥∩G⊥.
(b) Démontrer que (F ∩G)⊥ = F⊥+G⊥.

Exercice 8 : CCINP 92
Soit n ∈N∗. On considère E =Mn(R) l’espace

vectoriel des matrices carrées d’ordre n.
On pose : ∀(A,B) ∈ E 2, 〈A ,B〉 = tr(A⊺B) où tr dé-
signe la trace et A⊺ désigne la transposée de
la matrice A.
1. Prouver que 〈 ,〉 est un produit scalaire sur
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E .
2. On note Sn(R) l’ensemble des matrices sy-

métriques de E .
Unematrice A de E est dite antisymétrique
lorsque A⊺ =−A.
On note An(R) l’ensemble des matrices
antisymétriques de E .
On admet que Sn(R) et An(R) sont des
sous-espaces vectoriels de E .
(a) Prouver que E = Sn(R)⊕ An(R).
(b) Prouver que An(R)⊥ = Sn(R).

3. Soit F l’ensemble desmatrices diagonales
de E . Déterminer F⊥.

4 Projections orthogonales

Définition 16 : Projection orthogonale
Soit E un espace préhilbertien réel, et F

un sous-espace de E de dimension finie.
On appelle projecteur orthogonal sur F

la projection pF sur F parallèlement à F⊥.

Remarque
R 30 – Cette définition est justifiée par le fait

que E = F ⊕F⊥.

Propriété 13 : des projections orthogonales

■ pF ∈L (E) et pF = p2
F

■ F = Im pF = Ker(pF − i dE )
■ F⊥ = Ker pF

■ Im pF ⊥⊥⊥ Ker pF = E
■ ∀x ∈ E ,

pF (x) ∈ F et x −pF (x) ∈ F⊥.

Remarque

R 31 – Illustration :

−→
0

x

pF (x)

F

R 32 – Le projeté orthogonal de x ∈ E est le seul
vecteur y ∈ E tel que y ∈ F et x − y ∈ F⊥. Pra-
tique pour le trouver !

Exercice 9 : CCINP 80
Soit E l’espace vectoriel des applications

continues et 2π-périodiques de R dans R.

1. Démontrer que
(

f | g
) = 1

2π

∫2π

0
f (t ) g (t )dt

définit un produit scalaire sur E .
2. Soit F le sous-espace vectoriel engendré

par f : x 7→ cos x et g : x 7→ cos(2x).

Déterminer le projeté orthogonal sur F de
la fonction u : x 7→ sin2 x.

Propriété 14 : Expression en base orthonor-
male

Soit F un sous-espace vectoriel de
dimension finie de E préhilbertien réel,
(e1, . . . ,ep ) une base orthonormale de F . Alors

∀x ∈ E , pF (x) =

Remarque
R 33 – On peut voir le procédé d’orthogona-

lisation de Gram-Schmidt en terme de
projection : nous cherchions un vecteur

ε j = e j +
j−1∑
k=1

λkεk i.e.

e j = ε j −
j−1∑
k=1

λkεk . (1)

Donc, si l’on note F = Vect(ε1, . . . ,ε j−1), (1) est
la décomposition de e j dans F⊥⊕F . Donc
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ε j = pF⊥ (e j ) et −
j−1∑
k=1

λkεk = pF (e j ).

De plus, ici (ε1, . . . ,ε j−1) est une
base orthogonale de F , donc(

ε1

‖ε1‖
, . . . ,

ε j−1∥∥ε j−1
∥∥

)
en est une b.o.n. et

pF (e j ) =
j−1∑
k=1

(
εk

‖εk‖
∣∣∣e j

)
εk

‖εk‖
=

j−1∑
k=1

(εk |e j )

‖εk‖2 εk ,

d’où l’expression des λk que l’on avait
trouvé.

À savoir retrouver plutôt que de connaître par
cœur :

■ Projection orthogonale sur unedroite :D =Ra,
où a 6= 0E . Alors

(
1

‖a‖ a
)
est une base orthonor-

mée de D et

(Attention à ne pas oublier le ‖a‖2...)
■ Projection orthogonale sur un hyperplan :

H = (Ra)⊥, où a 6= 0E .

Exemple
E 17 – Soit E = R3, P le plan d’équation carté-

sienne x − z = 0.
On note B = (e1,e2,e3) la base canonique
de R3.
Quelle est la matrice dans B de pP ?

Remarque
R 34 – Si B (qui peut être choisie orthonormale)

est unebaseadaptéeà la décomposition
E = F ⊥⊥⊥ F⊥,

MatB(pF ) =



1

(0)

1

0

(0)

0


où les p premiers vecteurs de B forment
une base de F = Ker(pF − idE ) = Im pF et
nous donnent les p premières colonnes
avec des 1 sur la diagonale, et les n − p
autres forment une base de F⊥ = Ker pF et
nous donnent les n −p dernières colonnes
nulles.

Propriété 15 : Inégalité de Bessel

Soit E un espace préhilbertien, F un sous-
espace vectoriel de E dedimension finie, pF

la projection orthogonale sur F . Alors

∀x ∈ E ,
∥∥pF (x)

∥∥⩽ ‖x‖

5 Distance à un sous-espace
On a vu que si F est un sous-espace vectoriel

d’un espace préhilbertien réel E , alors, pour tout
x ∈ E ,

d(x,F ) = inf
y∈F

d(x, y) = inf
y∈F

∥∥x − y
∥∥ .

Propriété 16 : Expression de la distance à
un sevdf

Soit F est un sous-espace vectoriel de di-
mension finie d’un espace préhilbertien E ,
et x ∈ E .

Alors la distance de x à F est atteinte en
le projeté orthogonal pF (x) de x sur F , et
seulement en ce vecteur :

d(x,F ) = d(x, pF (x)) = ∥∥x −pF (x)
∥∥

et si d(x,F ) = ∥∥x − y
∥∥ avec y ∈ F , alors

y = pF (x).

De plus, si (e1, . . . ,ep ) est une b.o.n. de F ,

d(x,F )2 =

Si, enfin, F⊥ est aussi de dimension finie et
(ep+1, . . . ,en) une b.o.n. de F⊥,

d(x,F )2 =

Méthode 1 : Détermination pratique
de pF (x)

Plutôt que de calculer une b.o.n. de F
(orthonormalisation de Gram-Schmidt), il peut
être plus économique d’écrire que pF (x) est le
seul vecteur de y ∈ F tel que x − y ∈ F⊥.

Connaissant une base quelconque de F ,
on décompose y dans cette base et on traduit
l’orthogonalité de x−y à chaque vecteur de la
base : autant d’équation que d’inconnues.

On résout et on trouve y = pF (x).
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Remarque
R 35 – Si F n’est pas de dimension finie, cette

distance n’est pas nécessairement at-
teinte. Ainsi, par exemple, si E = C ([0,1],R)
muni du produit scalaire canonique et si
F est le sous-espace vectoriel des fonc-
tions polynomiales, alors d(exp,F ) n’est
pas atteinte car on peut montrer que

d

(
exp, x 7→

n∑
k=0

xk

k !

)
−−−−−→
n→+∞ 0 donc cette dis-

tance est nulle. Ainsi, dire qu’elle serait at-
teinte serait dire que exp ∈ F ce qui est faux
(trop de dérivées non nulles?).
On peut d’ailleurs montrer plus générale-
ment, que si d(x,F ) est atteinte pour un
y ∈ F , alors x − y ∈ F⊥ et on peut montrer
que si F est le sous-espace vectoriel des
fonctions polynomiales, F⊥ = {0}.

Exercice 10 : CCINP 81
On définit dans M2 (R)×M2 (R) l’application

φ par : φ
(

A, A′) = tr
(

A⊺A′), où tr
(

A⊺A′) désigne
la trace du produit de la matrice t A par la
matrice A′.
On admet que φ est un produit scalaire sur
M2 (R) .

On note F =


 a b

−b a

, (a,b) ∈R2

.
1. Démontrer queF est un sous-espace vec-

toriel de M2 (R).
2. Déterminer une base de F⊥.
3. Déterminer la projection orthogonale de

J =
1 1

1 1

 sur F⊥ .

4. Calculer la distance de J à F .

Exercice 11 : CCINP 82
Soit E un espace préhilbertien et F un sous-

espace vectoriel de E de dimension finie n > 0.
On admet que, pour tout x ∈ E , il existe un

élément unique y0 de F tel que x−y0 soit ortho-
gonal à F et que la distance de x à F soit égale
à

∥∥x − y0
∥∥.

Pour A =
a b

c d

 et A′ =
a′ b′

c ′ d ′

, on pose(
A | A′)= aa′+bb′+ cc ′+dd ′.

1. Démontrer que ( . | . ) est un produit scalaire
sur M2 (R).

2. Calculer la distance de la matrice

A = (
1 0−1 2

)
au sous-espace vectoriel F des

matrices triangulaires supérieures.

Corollaire 7 : Distance à un hyperplan
Soit E un espace euclidien, H un hyper-

plan de E de vecteur normal a : H = (Ra)⊥.
Alors, pour tout x ∈ E ,

d(x, H) = |(a|x)|
‖a‖ .

Si a1x1 +·· ·+an xn = 0 est une équation de
H dans une base B de E et si (x1, . . . , xn) sont
les coordonnées de x dans cette base, alors

d(x, H) = |a1x1 +·· ·+an xn |√
a2

1 +·· ·+a2
n

.
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