Espaces Préhilbertiens Réels

Tous les espaces vectoriels de ce chapitre, sou-
vent notés E, sont des R-espaces vectoriels.

n E Exemples
PRODUIT SCALAIRE ET NORME

EUCLIDIENNE | o [P

B Dstinition crun produit sca

laire Pour des vecteurs x et y de R", avec
x=(x1,...,x) € y=0n,...,yn), ON définit

Définition 1 : Produit scalaire oz
xly) =) xiyi.
i=1

Soit E un R-espace vectoriel.

On appelle produit scalaire sur E foute forme
bilinéaire symétrique définie-positive.

C’est-a-dire toute application

(-] fait de R" un espace euclidien : c’est le
produit scalaire canonique sur R”.
¢:ExE— R
telle que
() Bilinéarité :
Linéarité a gauche : Pour fout y € E,
9 Y H sur .4, (R)
I"application x— ¢(x, y) est linéaire :

Y (x1,%,y) € E®, VAER, Définition 4 : Produit scalaire canonique sur

//{n (IR)
Pour des vecteurs A et B de ., (R), on définit

QX1 +1x2,¥) = p(x1,y) + Ap(x2, ).
Linéarité a droite : Pour fout x€ E,

I"application y— ¢(x, y) est linéaire : (A|B) =tr(AT x B).

3]
Vxyy) €E, YAER, (-]) fait de .4, (R) un espace euclidien : c’est
Ox, Y1+ Ay2) = o(x, y1) + A@(x, o). le produit scalaire canonique sur ./, (R).

(i) Symétrie : V (x,y) € E?, ¢(x,y) =@(y,x).

(i) Définie-positivité :
Positivité : Sur €¢([a,b],R)
VxeE, p(xx)=0;
Caractere défini : Définition 5 : Produit scalaire canonique pour

fonctions continues

Vx€eE, ¢x,x)=0=>x=0.
Pour des fonctions f et g de € (la,b],R) ou

a < b, on définit

Définition 2 : Espace préhilbertien réel, espace

. e b
euclidien (f|g):f f(ng(rdr

Si E est un R-espace vectoriel, et si ¢ un pro-
duit scalaire sur E, on dit que (E, ¢) est un espace
préhilbertien réel.

Si E est un R-espace vectoriel de dimension
finie, et si ¢ un produit scalaire sur E, on dit que
(E,p) est un espace euclidien.

(-]) fait de € (la,b],R) un espace préhilber-
fien réel : c’est le produit scalaire canonique sur
%€ (la, b],R)
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Norme euclidienne
n Définition

Soit (E,|) un espace préhilbertien réel.
Pour tout vecteur x de E, on pose

lxll =/ (x]x).

L'application |-| est appelée norme eucli-
dienne sur E associée au produit scalaire (-|-).

n Identités remarquables et polarisation

Propriété 1 : Identités remarquables

Soit E un espace préhilbertien réel et |.| la
norme associée au produit scalaire.
Pour tous vecteurs x et y de E,

0 [x+y)? =112 +20ey) + || y]®

() [x=y]? = 1212 =26x1p + [y

(i Identité du parallélogramme (HP)
e+ v 1P+ lx= 1 =212 + )

Propriété 2 : Identités de polarisation

Soit (E, (-]1)) un espace préhilbertien réel et |.||
la norme associée au produit scalaire.
Pour tous vecteurs x et y de E,

() tx1y = I+ v = o= yIP)

) 1y = (v 112 yIP)

H Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme 1 : Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit (E,| ) un espace préhilbertien réel.
Alors

Vx,yeE, xIy*<&lx)wly),
ou encore,
Vx,yeE, || <ixl|yl

avec egalité si et seulement si x et y sont liés
(ie.y=00u3ireR, x=A1y)

[&:
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n Inégalité triangulaire

Propriété 3 : Inégalité de Minkowski

Soit (E,|) un espace préhilbertien réel, de
norme euclidienne associée |-||. Alors

VxyeE, [x+y|<ixi+|y]

avec egalité si et seulement si x et y sont po-
siivement liés (i.e. y=0 ou ILe Ry, x = 1y)

Corollaire 1: Double inégalité

Soit (E,|) un espace prehilbertien réel, de
norme euclidienne associée |-||. Alors

vxyek, [l [yl| < lx+yl<ixi+]y]

H Norme sur un R-espace vectoriel

Définition 7 : Norme

On appelle norme sur un R-espace vectoriel

E, foute application N: E — R telle que
Défini-positivité

m VxeE, N(x) =0

mVx€eE, Nx)=0<= x=0p
Homogénéité VxeE, VAeR, N(Ax)=|A|N(x)
Inégalité triangulaire

Vx,yeE, Nx+y)<N(x)+N()

Propriété 4 : Toute norme euclidienne est une

norme

La norme euclidienne associée a un produit
scalaire est une norme sur E.

Définition 8 : Vecteur normé

Un vecteur x d’un espace préhilbertien E est
dit normé, ou unitaire si ||x|| = 1.

Définition 9 : Distance euclidienne et écart an-
gulaire

Etant donné des vecteurs x et y d’un espace
préhilbertien réel E, on définit :
m lo distance euclidienne d(x,y) par
dex,p) = |-y,
m si x et y sont non nuls, I’écart angulaire 6 est
le réel défini par

(x1y)

0 € [0,m] et cosO = .
el || ¥
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Corollaire 2 : Nombre maximal de vecteurs or-

Définition 10 : Distance & une partie non vide

Si A est une partie non vide de E préhilbertien thogonaux
réel, et x e E, on définit la disfance de x & A par Si E est un espace euclidien de dimension n,
il n“existe pas de famille orthogonale de plus de
d(xA) = inf (d(x,)) = inf |lx=yl. n vecteurs non nuls.

Théoréeme 3 : Théoréme de Pythagore

m O RTHOGON ALITE Soit, dans un espace preéhilbertien réel E, une

famille orthogonale (vi)iep 1. On @
il -
Vecteurs orthogonaux Yol =Y lvl
i=1 i=1

Définition 11 : Vecteurs orthogonaux Attfention : la réciproque n’est vraie que pour

Soit (E, (-])) un espace préhilbertien réel, x et p=2
y des vecteurs de E.
x et y sont dit orthogonaux si et seulement si
(x]y) = 0. On &crif parfois x L y. Ensembles orthogonaux

Définition 13 : Parties orthogonales

Soient (E, (-])) un espace préhilbertien réel et
A, B des parties non vides de E.
Soit (E, (-) un espace préhilbertien réel, x et On dit que A est orthogonale & B si et seule-
y des vecteurs de E. ment si V (a,b) e Ax B, (alb)=0.

5 ) , On note AL B.
(Xl =0<= xLly <= |x+y| =lxII"+|y]

Propriété 6 : Intersection de parties orthogo-
nales

E Famille orthonormale Si A,B € 2(E)\ {@} sont orthogonales, alors
ANB=2 ou AnB ={0g}.

Définition 12 : Familles orthogonale et orthonor-

male
Soit E un espace préhilbertien réel, n Orthogonal d’une partie

(V1,..., Up) € EP,
(v1,...,vp) est une famille orthogonale de E si
et seulement si

Définition 14 : Orthogonal d’une partie

Soient (E,(-|) un espace préhilbertien réel,

Vi,je[l,p].aveci#j, (vilv))=0 (e v; Lv)). et A une partie non vide de E. On définit
. I’orthogonal de A comme |I'ensemble des vec-
(v1,...,vp) est une famille orthonormale de E teurs orthogonaux & tout vecteur de A

si et seulement si

. At={xe€E|VYyeA (x|ly)=0}

Vi,je[Lpl wilv)=6;; vy v
xeAL<:>x€EetVy€A, (xly)=0

Il s"agit de la plus grande partie de E (pour
I'inclusion) orthogonale & A.
Propriété 5 : orthogonale + non nuls = libre

Toute famille orthogonale de vecteurs non _“ S :
nuls (en particulier foute famille orthonormale) Propriété 7 : Décroissance de I'orthogonall
d’un espace préhilbertien réel est libre.

Soient (E,(-|-)) préhilbertien réel, et A,B des
parties non vides de E.
Si Ac B, alors B+ c A*,
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[E]
Ofthied

Propriété 8 : Lorthogonal est un sev

Propriété 10
Soient (E, (|-)) préhilbertien réel, et A une par-
tie non vide de E.

On obtient ainsi que (¢1,...,&,) €st une famille
orthogonale de vecteurs non nuls fels que pour

Al est un sous-espace vectoriel de E.

De plus, A+ = (Vect A)*.

fout j, Vect(e,...,e;) = Vect(ey, ..., ;) et la compo-
sante sur e; de e vaut 1.

& E
On a alors (—1 n ) est une b.o.n de E.
lleall llenll

Corollaire 3 : Orthogonal et famille génératrice

Soit F un sous-espace de E préhilbertien réel.
Si F =Vect A (A engendre F) et si x est un vec-
feur de E,

Corollaire 4 : Existence de b.o.n.
xeFlt—vac A, (xla)=0

Tout sous-espace vectoriel non nul d’un es-
pace euclidien admet une base orthonormale.
Propriété 9
espace vecforiel de E. Tout famille orthonormale d’un espace eucli-
m B! ={0p} et {0}t =E.
m Fc(FY)h

dien peut étre complétée en une b.o.n. de cet
espace.

m ESPACES OU SOUS-ESPACES

E Coordonnées, produit sca-
EUCLIDIENS

laire et norme en base ortho-
normale

Rappel : Un espace euclidien est un R-espace vecto-
riel de dimension finie muni d’un produit scalaire.

0
Base orthonormale

Soit  (E, ()

Théoreme 4 : Existence de base orthonormale

B

un espace euclidien et
(e1,...,en) une base orthonormale de
n n
o R E:x=) xje;ety=) ye. Alors
Tout espace euclidien non réduit & 0g admet =i =
une base orthonormale (abrégé en b.o.n.).

Vie[l,n], x =(elx)

Définition 15 : Orthonormalisation

n n
de Gram- Xy =Y xiyi x|l = 32
Schmidt ; . \/izzl :
Etant donné (E, |) un espace euclidien, et
(e1,...,e,) UNE base de E .
1. On pose €1 =e;.

2. Par récurrence, pour j > 2, on cherche des
réels 1, tels que le vecteur

Propriété 12 : Changement de base orthonor-
male

Soit E euclidien, 2 et 28’ des bases orthonor-
i1 males.
Ej=ej+ Z Ak€Ek
k=1

ip_ pA =1
() Sip=P%,p~1=PT,
soit orthogonal & fousles ¢; pour i€ [1,j-1] :

(i Si ue £L(E), la formule de changement de
base s’écrit
Vi<j, (gile;)=0.
h G Matg (1) = PT Matg (1) P
3. On normalise les vecteurs :

( : En )

ESPACES PREHILBERTIENS REELS - PAGE 4 SUR 6


https://mp2i.lecontedelisle.re

J. Larochette

Propriétés de F*

Théoréme 5 : Supplémentarité de I'orthogonal

d’un sevdf

Si F est un sev de dimension finie de E prénhil-
bertien réel, alors

E=FeF'=FOF!

Le sev F* est alors appelé supplémentaire or-
thogonal de F, il est unique.

Corollaire 6
Soit E un espace euclidien, F et G des sous-
espaces vectoriels de E.
() dimF* =dimE-dimF
iy (FY) =F

(iiy (F+G)*=F+tnG*t
(V) (FNG)* =Ft+G*

ﬂ Projections orthogonales

Définition 16 : Projection orthogonale

Soit E un espace préhilbertien réel, et F un
sous-espace de E de dimension finie.

On appelle projecteur orthogonal sur F |la
projection pr sur F parallélement & F+.

Propriété 13 : des projections orthogonales

m pre L(E) et pp=p2

m F=Impr=XKer(pr—idg)

m F-=Kerpr

m Impr © Kerpr=E

m VxeE, pp(x)eFetx—pp(x)eF*t.

Propriété 14 : Expression en base orthonormale

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension
finie de E prehilbertien reel, (e,,...,e,) une base
orthonormale de F. Alors

p
VxeE, pr(x)=). (eilx)e;
i=1

A savoir retrouver plutét que de connaitre par coeur :

m Projection orthogonale sur une droite : D = Ra, ou

a#0g. Alors (L” a) est une base orthonormée de

la
D et @l
. 1 1 _ lalx
pD.xH(m(ﬂx](ma)——”u”z a.

(Attention & ne pas oublier le [|al?...)

VERSION DU 23 JUILLET 2023

m Projection orthogonale sur un hyperplan
H=MRa)1, ol a#0g.

(alx)a

lal? ™

Propriété 15 : Inégalité de Bessel

Soit E un espace préhilbertien, F un sous-
espace vectoriel de E de dimension finie, pr la
projection orthogonale sur F. Alors

PH: X—

VxeE, |prm| <lxl

H Distance & un sous-espace

On a vu que si F est un sous-espace vectoriel d’un es-
pace préhilbertien réel E, alors, pour tout x€ E,

dx, F) = inf d(x,y) = inf =l

Propriété 16 : Expression de la distance a un
sevdf

Soit F est un sous-espace vectoriel de dimen-
sion finie d’un espace préhilbertien E, et x € E.

Alors la distance de x a F est afteinfe en le
projeté orthogonal pr(x) de x sur F , et seule-
ment en ce vecteur :

d(x, F) =d(x, pr(x)) = | x - pr(0)

etsid(x,F)=|x-y| avec yeF, alors y = pp(x).
De plus, si (ey,...,ep) €st une b.o.n. de F,

14
d(x, F)* = [[xl” = ) (exlx)?.
k=1

i, in, ussi i 1 ini
Si, enfin, F- est aussi de dimension finie et
(ep+1,...,en) UNE b.O.N. de F+,

n
dx P2 = [pr @] = Y (exl0?.
k=p+1

g Méthode 1 : Détermination pratique de
pr(x)

Plutét que de calculer une b.o.n. de F (orthonor-
malisation de Gram-Schmidt), il peut étre plus éco-
nomique d’écrire que pr(x) est le seul vecteur de
yeFtelque x—ye Ft,

Connaissant une base quelconque de F, on dé-
compose y dans cette base et on traduit I'orthogo-
nalité de x—y & chaque vecteur de la base : autant
d’équation que d’inconnues.

On résout et on trouve y = pp(x).
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Corollaire 7 : Distance a un hyperplan

Soit E un espace euclidien, H un hyperplan
de E de vecteur normal a : H= (Ra)*.
Alors, pour fout x€ E,

[(alx)|

lall

Si ayx; +---+ anx, = 0 €st une équation de H
dans une base % de E et si (xi,...,x,) sont les
coordonnées de x dans cefte base, alors

d(x, H) =

|ayx1 + -+ anpxyl
d(x, H) = Ly

2 2
@+ +ak
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