30

Moments des variables aléatoires

Extrait du programme officiel :

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Espérance d’une variable aléatoire réelle ou complexe

Espérance E(X)= ) xP(X=x) d'une variable aléatoire X.

x€X(Q)

Linéarité, positivité, croissance, inégalité friangulaire.
Espérance d’'une variable constante, de Bernoulli, binomiale.

Y fOPX=x).
xeX(Q)

Formule de transfert : E(f(X)) =

Si X et Y sont indépendantes, alors E(XY) = E(X)E(Y).

L'espérance est un indicateur de position.
Formule E(X) = Y X(w)P({w}).

weQ
Variable aléatoire centrée.

Exemple : E(14) = P(A).

On souligne que la formule de transfert s’applique en particulier
aux couples et aux n-uplets.

Extension au cas de n variables aléatfoires indépendantes.

b) Variance d’une variable aléatoire réelle, écart type et covariance

Variance et écart type d’'une variable aléatoire réelle.

Relation V(aX + b) = a®V(X).
Relation V(X) = E(x?) —E(X)2.
Variance d’'une variable de Bernoulli, d’une variable binomiale.

Covariance de deux variables aléatoires.

Relation Cov(X,Y) = E(XY)-E(X)E(Y), cas de deux variables indé-
pendantes.

Variance d’une somme, cas de variables décorrélées.

Variance et écart type sont des indicateurs de dispersion.
Variable aléatoire réduite.
X-EX)
o(X)

Si o(X) >0, la variable est centrée réduite.

Deux variables aléatoires dont la covariance est nulle sont dites
décorrélées.

On retrouve la variance d’une variable binomiale.

c) Inégalités probabilistes

Inégalité de Markov.
Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Application & I'obtention d’inégalités de concentration.

Application & une moyenne de variables indépendantes de
méme loi, interprétation fréquentiste.
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On rappelle qu’une variable aléatoire finie est une application X : Q — E prenant un nombre fini de valeur.
Si (Q,IP) est un espace probabilisé, la loi de X est I'application Py : Ae 2(X(Q)) — Px(A) =P(X € A), déterminée par
les P(X = x) pour x€ X(Q).

n ESPERANCE

Il Définition

Définition 1 : Espérance d’une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire finie & valeur dans K = R ou C. On appelle moyenne ou espérance
mathématique de X le nombre

EX)= ) PX=x)-x=) PX=x-x.
xeX(Q) xeK

Remarque

R1- La notion d’espérance est une notion relative a la loi de X seulement : deux variables aléatoires de méme
loi ont méme espérance (sauf dans le cas particulier de la loi uniforme pour laquelle les valeurs ne sont pas
fixées par la loi).

R2 - Il s’agit de la moyenne des valeurs prises par X, pondérées par la probabilité d’obtenir ces valeurs. Ainsi, c’est
la valeur que I'on peut espérer voir prendre X en moyenne.
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Propriété 1 : Autre formule de I'espérance

Pour toute variable aléatoire réelle ou complexe finie,

EX) =) PHo)X(w).

weQ)
Démonstration
Pour tout xe X(Q), P(X=x)= ) P(w}) donc
we)
X(w)=x
EX)= Y Y Plohx= Y PUohXw) = Y PlohX(w)
xeX(Q) Xa()f)lex (x,w)Xe(“})()(:&Z) xQ) weQ)

car x est uniquement déterminé par w.

Exercice 1:CCINP 104

Soit  un entier naturel supérieur ou égal a 3.

On dispose de n boules numérotées de 1 & n et d’'une boite formée de trois compartiments identiques égale-
ment numérotés de 1 & 3.

On lance simultanément les n boules.

Elles viennent toutes se ranger aléatoirement dans les 3 compartiments.

Chaque compartiment peut éventuellement contenir les n boules.

On note X la variable aléatoire qui & chaque expérience aléatoire fait correspondre le nombre de comparti-
ments restés vides.

1. Préciser les valeurs prises par X.
2. (a) Déterminer la probabilité P(X =2).

(b) Finir de déterminer la loi de probabilité de X.
3. (a) Calculer E(X).

(b) Déterminer nEl}_lQQE(X). Interpréter ce résultat.

1. X@=[o,2].

2. (a) Pour que I'événement (X = 2) se réalise, on a 5 possibilités pour choisir les 2 compartiments restant

vides. Les deux compartiments restant vides étant choisis, chacune des n boules viendra se placer dans
le froisieme compartiment avec la probabilité 5

De plus les placements des différentes boules dans les trois compartiments sont indépendants.

one -] (-]

(o) Déterminons P(X =1). Pour que I’'événement (X = 1) se réadlise, on a (31‘) possibilités pour choisir le compar-
timent restant vide.
Le compartiment restant vide étant choisi, on note Al'événement : «les n boules doivent se placer dans
les deux compartiments restants (que nous appellerons compartiment a et compartiment b) sans laisser
I'un d’eux vide ».
Soit k€ [1,n-1]. On note A I'événement : « k boules se placent dans le compartiment a et les (n- k)

boules restantes dans le compartiment b».

n-1
Onaalors A= | Ay.
k=1

OnaVvke[l,n-1], P(Ap) =

66

n

)
kI\3)
=l
P(Ap) Car Ay, Ay, ..., Ap—1 sont deux & deux incompatibles.
=1

sons == 8 (0 < 2 1) (£ 2] o - e

k=1

3 n-1
Donc P(X=1)= (1)P( U Ap) =3
k=1

2

k=0
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1 n-1
Donc P(X:l):(g) (2" -2).
Enfin, P(X=0)=1-P(X=2)-P(X=1) donc

P(X=0)=1- (%)n_l —(%)n_l (2"-2)=1- (%)n_l (2"-1).

Autre méthode :

Une épreuve peut éfre assimilée & une application de [[1,n] (ensemble des numéros des boules) dans [1,3]
(ensemble des numéros des cases).

Notons Q I'ensemble de ces applications. On a donc cardQ =3".
Les boules vont se “ranger aléatoirement dans les trois compartiments”, donc il y a équiprobabilité sur Q.

() L'événement (X = 2) correspond aux applications dont les images se concentrent sur le méme élément
de [1,3], c’est-a-dire aux applications constantes.

D P(X= 3.1
onc P(X=2)= = = -

(b) Comptons & présent le nombre d’applications correspondant a I'événement (X = 1), c’est-O-dire le
nombre d’applications dont I'ensemble des images est constitué de deux éléments exactement.

On a 3 possibilités pour choisir I'élément de [1,3] qui n’a pas d’antécédent et ensuite, chaque fois, il faut
compter le nombre d’applications de [1, n] vers les deux éléments restants de [1,3]. en excluant bien sCr les
deux applications constantes.

On obtient donc 2" -2 applications.

3x(2"-2) 1 (27-2).

DouPX=1= 3n =351

Enfin, comme dans la méthode précédente, P(X =0)=1-P(X =2)-P(X =1) donc

P(X=0) :1—(%)n_1 - (%)n_l (2"-2).

n

1 n—-1 1 n-1 2
3. (a) E(X):OP(X:0)+1P(X:1)+2P(X:2):(5) (2"—2)+2(§) .DonCE(X):S(E) .

Ot . o 2\"
(b) D'apres 3'(0)'n1—1>r+l-100E(X)_nllvToos(§) =0.

Quand le nombre de boules tend vers +oo, en mMoyenne aucun des frois compartiments ne restera vide.

Définition 2 : Variable aléatoire centrée

Une variable aléatoire X finie est dite centrée lorsque E(X) = 0.
Pour toute variable aléatoire X finie, X — E(X) est appelée variable aléatoire centrée associée a X.

E Propriétés

Propriété 2: de I'espérance
Soit X,Y deux variables aléatoires finies, A € R.

() Si X est une variable aléafoire constanfe : X = ae R, alors E(X) = a.

(i Si A est un événement, E(1 4) = P(A).

(i Linéarité : E(X+Y)=EX)+E(Y) et E(AX) = AE(X).

(iv) X-E(X) est centrée.

(V) Positivité : Si X est réelle telle que X >0, E(X) > 0.

Si, de plus, E(X) =0, alors X est nulle presque sGrement, c’est-a-dire P(X =0) =1 (ie P(X > 0) =0).

(vi) Croissance : Si X et Y sont réelles telles que X <Y, alors E(X) < E(Y).
(vih) Inégalité triangulaire : E(X)| < E(|X]).
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Démonstration

() Facile.
(i) Facile.
(i) Facile avec la propriété précédente.
(iv) Evident.
(v) Direct.
(vi) Découle de la positivité et la linéarité ou avec la propriété précédente.

(vii) Découle de la croissance dans le cas réel.
Dans le cas complexe, la démonstration est similaire & celle vu pour les intégrales.

Propriété 3 : Inégalité de Markov

Si X est une variable aléatoire réelle positive finie, a> 0,

IP(XZa)g@.

Démonstration

X étant positive,
EX)> ) sxPX=x2>a) PX=x)=aPX>a).

x=a x=a

Ou: 1(x>4 < 2 et croissance de E.

Remarque
R3 — Autre formulation possible : si X variable aléatoire réelle ou complexe et a >0,

(X
P(X|> @) < ('a b

Espérance et lois usuelles

Propriété 4 : Espérance et lois usuelles

1
() SiX~«m), alors E(X)=— )Y x(moyenne arithmétique).
1 yxex @)

Dans le cas courant ot X(Q) = [a, b], E(X) = “JZ“ b,

(i Si X ~%(p), alors E(X) = p.
(iify Si X ~ %B(n,p), alors E(X) = np.

Démonstration

Pour (i) : E(X) = % (a+b)n.

Lo (n) ko Lo(n=1) ko1 (n-D-(k-1)
Pour (i) : EX) = Y k|, |[p*q" “=np)_ p*lq =np.
k=0 \k =1 \k—1

Autre preuve possible : siles X; — %(p) vaiid (expérience de Bernoulli), alors X = X1 +...+ X,; de loi %8(n, p).
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Remarque

R4 — Le cas de Bernoulli a déja été vu pour X =1 4!

ﬂ Espérance d’une fonction de variable aléatoire

Propriété 5 : Formule de transfert

Si X variable aléatoire finie et f telle que f(X) ait un sens, alors

E(fX)= ) PX=xf(x
xeX(Q)

Remarque

R5 — Pas besoin de connaitre la loi de f(X)!

R6 — S’applique en particulier aussi & des couples voire des n-uplets de variables aléatoires : si X et Y sont des
variables aléatoires, f felle que f(X,Y) ait un sens,

E(f(X,Y)) = Y P(X=xY =)fxy)
(6 PEXQx Y (Q)

Démonstration

Pour tout ye f(X(Q), P(fX)=y)= Y P(X=x) donc

xeX(Q)
fx)=y
E(fo) =Y Y PX=x|y= Y PX=0fx= Y PX=xf(
YEf(X(Q) x;(X)(Q) (x, )€ f(X(Q)*x X (Q) xeX(Q)
x)=y f=y

car y est uniguement déterminé par x.

E Espérance et indépendance

Propriété 6 : Espérance et indépendance

Si X et 'Y sont des variables aléatoires indépendantes,

EXY)=EX)EY).

La réciproque est fausse en géenéral.

Démonstration

Exy)= Y PXY=2z= ) > P(X=x,Y=yxy
ZE(XY)(Q) ZE(XV)(Q) (x,))eX(Q)xY (Q)
xXy=z
= Y PX=x)xP(Y =y)y=EXE(Y).

(x,)EX(Q)xY (Q)

Contre-exemple : Soit X; de loi IPXI = %50 + %(51 +6_1). BE(X7)=0.Et Xp = ]1(X1:0)'
Alors X1 Xo =0 donc E(X; X2) =0=EX)EX>).
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Pourtant X; L Xo carP(X; =1, X2 =1)=0£#P(X; = 1)P (X2 =1) = %. [ |

m VARIANCE, ECART-TYPE, COVARIANCE

Dans cette section, les variables aléatoires sont & valeurs réelles.
Les moments d'une variable aléatoire X sont les nombres E(X7) pour p e IN*.

Le moment d’ordre 1 est I'espérance, et le moment d’ordre 2 va conduire & la définition de la variance.

I'.l Variance et écart-type

Définition 3 : Variance, écart-type, variable réduite

Soit X un variable aléatoire réelle finie. On appelle variance de X le nombre
VX) = E(X-EX))?).

On appelle écart-type de X le nombre

o(X) =V VX =\/E(X-EX)?

Lorsque V(X) =1, X est dite réduite.

Remarque
R7 - V(X) est le moment d’ordre 2 de la variable aléatoire centrée associée a X : X — E(X). Par positivité de I'es-
pérance, V(x) > 0 donc I'écart-type est bien défini.

R8 — L'écart-type s’'inferpréete comme une distance euclidienne dans R" entre le vecteur dont les coordonnées
sont les valeurs prises par X et le vecteur dont toutes les coordonnées valent E(X). C’est donc un indicateur
de dispersion de X autour de sa moyenne E(X).

R9 — D’apres la formule de transfert, si les valeurs prises par X sont xi,..., x5,

n
VX) = Y P(X =x)(x; - EX)2.
i=1

R10 — Plus la variance (et donc I'écart-type) est petit, plus X est concentrée autour de sa moyenne E(X). Le cas
extréme est pour une variable aléatoire constante : V(X) = 0.
Réciproquement, si V(X) =0, alors Vx € X(Q), P(X =x) =0oux=E(X). Autrement dit, P(X # E(X)) =0 ou encore
P(X =E(X)) =1: X est constante presque sirement.

Propriété 7 : de la variance et de I'écart-type

Soit X une variable aléatoire réelle finie.
() Théoréme de Kcenig-Huygens : V(X) = E (X?) - E(X)>.
(i Sia,beR, V(aX+b)=a’V(x) donc o(aX +b) =|alo(X).
X-EX)

(il SioX)#0, =—=
o

= est centrée réduite, appelée variable aléatoire centfrée réduite associée d X.

Remarque

R11 - La deuxiéme formule est infuitive au sens ou une translation des valeurs de X ne perturbe la distance & la
moyenne, et comme cette distance est au carré, une homothétie de rapport a la multiplie par a2.
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Démonstration

() V) =E(X?-2EX)%X + EX)?) = E(X?) —2EX)? + E(X)? = E(X?) - E(X)? par linéarité.

(i) V(aX+b)=E((@aX+b?)-E(aX +b)? = a’E(X?) +2abE(X) + b — a? E(X)? - 2abE(X) + b?
=a’V(X).

E Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Propriété 8 : Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire réelle finie, a > 0.

V(X)

PIX-EX)|>a) < —p
a

Démonstration

Découle directement de I'inégalité de Markov :

(X -EX)?) _V

2 2 E
P(X-B(X)|>a)=P(X-BX)>a?)< - T

a a

ou, directement,

VO =E(X-EX?)= ¥ @-EX)?PX=x
xeX(Q)

> a? Y P(X = x) = a®P (X - E(X)| > a)
xeX(Q) tel que
lx-EX)|>a

Remarque

R12 - Le a? est logique pour des raisons d’homogénéité (dimension).
R13— On retrouve avec I'inégalité de Bienaymé-Tchebychey, le fait que si V(X) =0,

Va>0, PIX-EX)>a) =0

Donc, comme X (Q) est fini,
P(X-EX)|>0)=0,

c’est-G-dire P(X =E(X)) =1.

V(X)

R14— En particulier, P(X-EX)|<a)>1- >
a

Exercice 2: CCINP 99
1. Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
2. Soit (v;,) une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme loi et admettant un moment

n
d’ordre 2. On pose S;, = ) Y. Prouver que
k=1

V(Y1)

Sn
21 _E(Y) >
n na

Y ae€l0,+ool, P(

>a)<

3. Application : On effectue des tirages successifs, avec remise, d’'une boule dans une urne contenant 2 boules
rouges et 3 boules noires.
A partir de quel nombre de tirages peut-on garantir & plus de 95 % que la proportion de boules rouges obte-
nues restera comprise entre 0,35 et 0,45? .
Indication : considérer la suite (Y;) de variables aléatoires de Bernoulli ol Y; mesure l'issue du i®™M® tirage.
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1. Soit a €10, +oo[. Pour foute variable aléatoire X admettant un moment d’ordre 2, on a:

V(X)
PIX-EX)Za) < —;
a

2. Onpose X = S—”.
Par linéarité dg I"'espérance et comme toutes les variables v; ont la méme espérance, on a E(X) = E(Y7).
De plus, comme les variables sont mutuellement indépendantes, on a V(X) = %V(Sn) = %V(Yl).
Alors, en appliquant 1. & X, on obtient le résultat souhaité.
3. VieN*, on considére la variable aléatoire ¥; valant 1 sila i®M€ boule tirée est rouge et 0 sinon.
Y; suit une loi de Bernoulli de parametre p avec p = g =0,4.
Les variables Y; suivent la méme loi, sont mutuellement indépendantes et admettent des moments d’ordre
2.
On ad’aprésle cours, VieN, E(Y;) =0,4 et V(Y;) =0,4(1-0,4) =0,24.
On pose S, = i Y;. Sy représente le nombre de boules rouges obtenues au cours de n firages.
; i=1
> Y

i=1

Alors Ty, = représente la proportion de boules rouges obtenues au cours de n firages.
n
On cherche & partir de combien de tirages on a P(0,35 < Ty, < 0,45) > 0,95.
S S
Or P(0,35< T, <0,45) = P|0,35 < 7” <0,45|=P|-0,05< 7” -E(Y7) < 0,05)

Sn Sn
=P||——-E(Y1)|<0,05|=1-P(|— —E(Y7)|>0,05].
n n
Sn
Onadonc P(0,35< 7, <0,45)=1-P||— — E(Y7)| >0,05].
n
o N n " Sn 0,24
Or, d’apres la question précédente, P||— — E(Y7)[ >0,05| < ———.
n n(0,05)2
0,24
Donc P(0,35< T, <0,45) >1—- ———.
n(0,05)2
) . . . ) 0,24
Il suffit alors pour répondre au probléme de chercher a partir de quel rang n,ona1- O >0,95.
n ’

)

053 c’est-a-dire n > 1920.

La résolution de cefte inéquation donne n >

)

Covariance

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires réelles finies.
On appelle covariance du couple (X, Y) le nombre

Cov(X, ) = B((X - EX)(Y - E(V)).

Lorsque Cov(X,Y) =0, X et Y sont dites non corrélées.

Remarque
R15— La covariance mesure la corrélation entre les variations de X et de Y dans le sens ou elle est positive lorsque
X et Y s’écartent de leur moyenne dans le méme sens, et négative si c’est dans le sens opposé.

R16 — Celaressemble & un produit scalaire et ce n’est pas un hasard! On vérifie facilement qu’il s’agit d’une forme
bilinéaire positive. La variance correspond au carré de la « norme » (et donc I'écart-type & la « norme ».)

Cela permet par exemple d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz (mais sans le cas d’égalité) :
Cov(X, Y)2 <VX)V(Y) ie |Cov(X, V) < o(X)a(Y).
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Propriété 9 : de la covariance

Soient X, Y deux variables aléafoires réelles finies.
() Cov est une forme bilinéaire positive.
(i Théoréme de Kcenig-Huygens : Cov(X,Y) = E(XY) - EX)E(Y).
(i VIX+Y)=V(X)+2Cov(X,Y)+V(Y).
(iv) SiX LY, Cov(X,Y)=0 ef la réciproque est fausse.

LYyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

Démonstration
() Provient de la linéarité et la positivité de E.
(i) Cov(X,Y)=EXY)-2EXEY)+EXEY)=EXY)-EXIEY).
(i) C’est une identité remarquable :
V(X+Y)=Cov(X+Y,X+Y)=Cov(X,X)+2Cov(X,Y)+Cov(Y,Y) =V(X) +2Cov(X,Y) + V(Y).

ou alors
VX+Y)=E ((X— EX)+Y - IE(Y))Z]
= E((X—IE)(X))Z) +2E((X—]E(X))(Y—]E(Y)))+E((Y—E(Y))Z).

(iv) Immédiat avec (ii). (Voir contfre-exemple de E(XY) = E(X)E(Y).

Remarque

R17 — Cov(X, X) =0 = X constante presque sGrement.

R18 — COV,(X' Y) = v( X x Y ) est le coefficient de corrélation de X et Y.
o(X)sigma(Y) g(X) oY)

ﬂ Variance d’'une somme de variables aléatoires

Propriété 10 : Variance d’'une somme

Soient Xi,..., X, n variables aléatoires réelles finies.

n
() VX ++X)=> VX)+2 Y Cov(X;Xj).
i=1 1<i<j<n

(i Si Xi,..., X, sontindépendantes deux a deux,

VX +---+X,)=V(X7) +---+ V(X}).

En particulier, si X, ..., X, sont des vaiid, V(X; +---+ X,;) = nV (Xj).

Démonstration

() Le cas n=1 est trivial et le cas n=2 a déja été vu.
Si c’est vrai pour n-1, alors
VXi++Xp)=VX1+ -+ X1+ X)) = VX1 +--+ Xj—1) + V(X)) +2Cov(Xy + -+ Xp—1, Xn)

n-1
=Y VXp+Vm+2 Y Cov(X,Xj)+2 Y Cov(x,X;).
i=1 1<i<j<n-1 1<i<j=n

n
=Y Vap+2 Y Cov(X;X;)
i=1 1<i<j<n

(i) Immédiat.
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E Cas des lois usuelles

Propriété 11 : Variance des lois usuelles

(N SiX~%Bp),V(X)=pl-p)=pqg.
(i Si X ~%B(n,p), V(X) =np(l-p)=npq.

Démonstration

() X*=X, VIX)=EX)-p®=p-p*=p(-p) =pq.
(i) Onprend X=X; +...+ X, oU Xj,..., X sont des vaiid de loi %(p).

n
VX)= Y V(X)) = np(l-p) = npq.
k=1

Exercice 3 : CCINP 95
Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.

1. Un joueur tire successivement, avec remise, cing boules dans cette urne. Pour chaque boule blanche tirée,
il gagne 2 points et pour chaque boule noire tirée, il perd 3 points.

On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules blanches tirées.
On note Y le nombre de points obtenus par le joueur sur une partie.

(a) Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
(b) Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.
2. Dans cette question, on suppose que les cinq tirages successifs se font sans remise.
(a) Déterminer la loi de X.
(b) Déterminer la loide Y.

1. (a) Lexpérience est la suivante : I'épreuve “le tirage d'une boule dans I'urne” est répétée 5 fois.
Comme les tirages se font avec remise, ces 5 épreuves sont indépendantes.
Chaqgue épreuve n'a que deux issues possibles : le joueur fire une boule blanche (succés avec la pro-

s 2 1 . . o L 4
babilité p = T 5) ou le joueur tire une boule noire (échec avec la probabilité g).
La variable X considérée représente donc le nombre de succes au cours de I'expérience et suit donc
- . N 1
une loi binomiale de paramétre (5, g).

C’est-a-dire X(Q) =[0,5] et : Vke[[O,S]],P(X:k):(k)(—) (—) .

; N 1 1 1) 4
Donc, d'aprés le cours, E(X) =5 x g:1eT V(X)=5x g><(1—g):g:0,8.

(b) D’aprés les hypothéses, ona Y =2X-3(5-X), c’est-a-dire Y =5X - 15.
On en déduit que Y (Q) = {5k—15avec ke [[0,5]} .

5\ (1\k(4\5k
Eton a Vke[[0,5}],P(Y:5k—15)=P(X:k’:(k)(%) (_) '

Y =5X-15,donc E(Y) =5E(X)-15=5-15=-10.

. 4
De méme, Y =5X-15, donc V(Y) =25V (X) =25 x 5 20.

2. Dans cette question, le joueur tire successivement, sans remise, 5 boules dans cette urne.

(a) Comme les tirages se font sans remise, on peut supposer que le joueur tire les 5 boules dans I'urne en
une seule fois au lieu de les tirer successivement. Cette supposition ne change pas la loi de X.
X(Q) =[0,2].
Notons A I'ensemble dont les éléments sont les 10 boules initialement dans I'urne.
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Q est constitué de toutes les parties & 5 éléments de A. Donc cardQ =

10
5|
Soit ke [0,2]. L'événement (X = k) est réalisé lorsque le joueur tire k boules blanches et (5- k) boules noires

dans 'urne. Ila donc i possibilités pour le choix des boules blanches et (5 f k) possibilités pour le choix
2 8
X
k 5-k
10
5
(b) On atoujours Y =5X —15. On en déduit que Y (Q) = {5k—15avec ke [0,2]} .
2 8
X
k 5-k
10
5

des boules noires. Donc Vke[0,2]. P(X=k) =

EtonaVvke[0,2], P(Y =5k—15) = P(X = k) =

Exercice 4 : CCINP 98

Une secrétaire effectue, une premiére fois, un appel téléphonique vers n correspondants distincts.

On admet que les n appels constituent n expériences indépendantes et que, pour chaque appel, la probabilité
d’obtenir le correspondant demandé est p (p €10,1().

Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de correspondants obtenus.

1. Donner la loi de X. Justifier.

2. Lasecrétaire rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des n- X correspondants qu’elle
n’a pas pu joindre au cours de la premiére série d’appels. On note Y la variable aléatoire représentant le
nombre de personnes jointes au cours de la seconde série d’appels.

(a) Soit i € [0, n]. Déterminer, pour keN, P(Y = k|X = i).
(b) Prouver que Z = X + Y suit une loi binomiale dont on déterminera le paramétre.
L. - 05 TR ek n—-i\(n k\[n
Indication : on pourra utiliser, sans la prouver, I’égalité suivante : il =0 e )
=1 1 l
(c) Déterminer I'espérance et la variance de 7.

1. L'expérience est la suivante : I'épreuve de I'appel téléphonique de la secrétaire vers un correspondant est
répétée n fois et ces n épreuves sont mutuellement indépendantes.
De plus, chaque épreuve n'a que deux issues possibles : le correspondant est joint avec la probabilité p
(succes) ou le correspondant n’est pas joint avec la probabilité 1- p (échec).
La variable X considérée représente le nombre de succeés et suit donc une loi binomiale de paramétres (n, p).

C'est-a-dire X(Q) = [0,n] et Vke [0,n] P(X =k) = ")pku —p)k,

k

2. (a) Soit i €[0,n]. Sous la condition (X = i), la secrétaire rappelle n—i correspondants lors de la seconde série
d’appels et donc :

=

o n
P(Y—k|X—l)—{ ( k

)pk(l —p)"" 1=k si ke [0,n—i]0 sinon

k k
() z)=[0,n] et Vke[o,n] P(Z=k)=) P(X=inY=k-i0)=) P(Y=k-ilX=0)PX=1i).
i=0 i=0

k (y_; .
Soit k € [0,n]. D’apres les questions précédentes, P(Z=k) = ) (Z_ ;)(?)pk(l Y
i=0
Or, d’aprés I'indication, ("_ ’.)('.l) - (k)(”)
k—ill\i i|\k
Donc P(Z=k) = i k[ pka - p?2n-k=i= " pF-p2nk i ¢ (;)l
ol k k =\if\1-p)"

D Ao A =],k on-k(2=P\* _[n k 2\n—k
onc d’aprés le binbme de Newton, P(Z = k) = c|Pra=p =p) & (pe-p)*(a-p=)" "

=
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On vérifie que 1 - p(2 - p) = (1 - p)? et donc on peut conclure que :
Z suit une loi binomiale de parameétre (n, p(2 - p)).

Remarque : preuve (non demandée dans I'exercice) de I'égalité proposée dans I'indication :
(n—1)! n! n! k! n!

n—il\ln B B ! B B k\ln
k=illi| m=-k)k=-D'i'(n—-0)! (k=D'm-Kki' k-D'i'kln-k! |illk]

(c) D'apres le cours, comme Z suit une loi binomiale de paramétre (n, p(2 — p)). alors, E(Z) = np(2 - p) et
V(Z)=npR-p)(1-p2-p))=np2-p)p-172

Exercice 5
Variance de X ~%(n) sur [1,n]?

2 n 1.2 2 2 2
V(X):E(XZJ_Mzzk__(”+D _n+D@ntl) (4D _ n-1
< =1 4 6 4 12

Variance de X ~%(n) sur [a,b]? Y=X—-a+1~%n) sur [I,n] avec n=b—a+1.

2-1 (b-a)b-a+2)

n
VX =V = 12 12

H Formulaire

mloideX:| Px:A—PXeA)=) P(X=x) |déterminée par P(X =x) pour x € X(Q).

xXeA

Espérancede X :| EX)= ) PX=xx=) PHohX(w).
xeX(Q) we)

m Formule de transfert:| E(f(X)= ) PX=x/f(x).
x€X(Q)

m Variancede X :| V(X)=E(X-EX)?)=E(X?)-EX)?

m Covariance de X et v : [ Cov(X,Y)=E(X-EX)(Y -E())) = EXY)-EXE). ]

m Variance d’'une somme : [ V(X+Y)=V(X)+2Cov(X,Y)+V(Y). ]

a Inégalité de Markov :| SiX>0eta>0, P(X>a) < E(T;X).

at

Inégalité de Bienaymé-Tchebbychev : Sia>0P(X-EX)|>a) <

Loi de Bernoulli : [ PX=1)=p,PX=0=1-p=q. EX)=p, V(X) = pgq. ]

n
k

Loi binomiale : ]P(sz)z( )pkq"_k,E(X):np,V(X) =npq.
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