MP2| Facultatif — A rendre lundi 19 juin
Devoir Libre n° 19

Le but de ce probléme est de déterminer la nature de la série Z :‘/_) suivant la
nz1
valeur du réel a.
Casoua>1
1. On suppose dans cette question que a > 1. Montrer que la série Z%ﬂ‘/—m est
n=1
convergente.

. . !
Cas ou a appartient a ]E’ 1]

. . 11
On suppose, dans cette partie, que a appartient k 1]

sm(Tc VT )

On définit la fonction ¢ sur [1,+o00[ en poson’r ot p”

sm(nf

On pose u, =¢(n)= f ¢(t)dt pour n e IN*,

2. Nature de l'intégrale impropre (ou généralisée) f o(t)dt

2.a) Montrer que pour tout x>1:

sin(ry)
f Pp()dt =2 J Ja dy
2.b) En déduire que

JE
f o(1)d ( cos(ﬂ;/__)_l)_Z(Za—l)f cos(ny)dy
Vﬁf a—1 T T . y2a

2.c) Onadmet quesi x HJ |f(t)| dr admet une limite finie en +oo, alors c’est
1

aussi le cas pour x Hf f(r)dr (démonstration similaire & I'absolue convergence des

séries). .
" cos(my)

En déduire que la fonction x »—»J dy est convergente en +o0.
1

2.d) En déduire que la fonction x —»J ¢(r)dt I'est aussi.
1
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3. FEtude de la dérivée de la fonction ¢.

3.a) Montrer que la fonction ¢ est de classe C! sur [1,+00[ et calculer sa dérivée
¢’(t) pour tout t €[1,+o00].

3.b) Montrer qu'il existe un réel K >0 tel que

K

ta+2

Yt e[l,+00],

3.c) Montrer que pour tout (a, b) €[1,+oo[? vérifiant a < b, on a

4. Nature de la série > v,.

N
4.d) Exprimer la somme partielle Vy :Z v, pour tout N e N* & I'aide d'une inté-
n=1

grale.

4.b) Quelle est la nature de la série » v, 2

n=1

5. Nature de la série > (u,—v,).

K
1

nat:

5.a) Montrer que pour tout neN*, |u,, —v,| <

5.b) En déduire que Z(u,,— v,) converge.

n=1

sinl 7'[1/_
6. Conclure sur la nature de la série Z ( )

nz1

1
Casa=-
2

. 1
On suppose, dans cette partie, que a vaut 3

sin(m/n)
Jn

7. Envue du développement asymptotique de , ON pose

5. = eim/n-#l_eircﬁ
n= .

ime™"  plel™n im(m46)ei™V" ( l)

7.a) Montrerque 6, = .
) 9 " 2ym 8n 48n3/2 ns/2

7.b) En déduire que

sin(my/n)

7 ——%(cos(ﬂ\/n+) cos(ﬂ:\/_))——cos(m/_) (n

>in 3/2)sm(7m/_)+o( 1/2)
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8.a) Quelle estlanature de la série Z sin n‘/_) 2Cellede Z w, avec w, =o0(+z)?

n=1 n=1
cos(m/1)

On admet que la série ZT est convergente.
n=1
8.b) En utilisant des suites extraites, démontrer que la suite (,,) pen. = (cos(v/7))
est divergente .

nelN*

8.c) Que peut-on en déduire sur la nature de Z sm?;_‘/—)
n=1

1
Casa< -
2

On suppose, dans cette partie, que le réel a est strictement inférieur a >

On va montrer, par I'absurde, que la série Z Z‘/—) diverge. On suppose donc que
n=1
la série Z sm(ﬂ‘/—) converge.
n=1
y sin(t4/n)
On pose pour tout p e IN*, S, :ZIT' et §,=0.

9. Montrer que pour tout entier N supérieur ou égal d 2, on a

N

N
Zsln(n\/— Z a—l/2 n+1)a 1/2)+S (N+1)Ol 1/2

n=

10. Jusitifier que la série ZS,, (n“ 2 —(n+1)*""?) est convergente.
n=1

Indication : on pourra justifier que que (S,) est bornée.

11. Que peut-on en déduire sur la nature de la série Z Sm(n‘/—) 2

n=1 ‘/_

12. Conclure sur la nature de Z sin( ﬂ‘/—)

n=1

FIN DE L'ENONCE

Devoir Libre n° 19 - page 3



